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Netiesinés dinamikos pagrindai

-[IVADAS

Istoriné apzvalga, dinaminiy sistemy klasifikavimas.

‘PIRMOSIOS EILES SISTEMOS
*Grafinis tyrimo metodas, rimties taskai ir stabilumas,
populiacijy gauséjimas.

-ANTROSIOS EILES SISTEMOS

* Fazinis portretas, rimties taskai ir lygciy linearizavi-

Polio generatorius, relaksaciniai ir kvaziharmoniniai
virpesiai.



I[VADAS

Bet kurio mokslo tikslas yra gamtos reiskiniy
klasifikavimas ir prognoze.

Prognozei naudojami dinaminiai modeliai.

Dinaminés sistemos sqvoka:
1. X(#) = {x{(?)...,x,(1)} — dinaminiai kintamieji
2. L(?) — evoliucijos operatorius (difer. arba skirt.)

X(9) = L(®) X(0)



Istorin¢é apzvalga

1666

1700-igji

1800-igji

1890-ieji

1920 -1950

1920 -1960

Newton
Leibniz

Poincaré

Birkhof
Kolmogorov
Arnold
Moser

Integralinio ir diferencialinio skaiciavimo
atradimas, planety judéjimo paaiSkinimas.

Klasikinés mechanikos bei diferencialinio ir
integralinio skai¢iavimo plétojimas.

Analiziniai planety judéjimo tyrimai.

Kokybiniai diferencialiniu lygciy tyrimo metodai,
grafinis metodas, chaoso uzuomazgos.

Netiesiniai virpesiu generatoriai; radijo, radaro bei
lazerio atradimas.

Sudetingas elgesys Hamiltonin¢je mechanikoje.




1963

1970-ieji

1980 - ...

Lorenz

Ruelle
Takens

May

Feigenbaum

Mandelbrot

Keistasis atraktorius paprastame konvekcijos
modelyje.

Turbulencija 1r chaosas.

Logistinis atvaizdas — paprastas chaotines sistemos
pavyzdys.

Universalumas ir renormalizacija, faziniy virsmy ir
chaoso teorijy sarysis.

Eksperimentiniai chaotiniy sistemy tyrimai.
Fraktalai.

Personaliniy kompiuteriy atsiradimas. Platus
susidomejimas chaosu 1ir jo taikymais.




Henr1 Poincare 1r trijy kiinny problema

* Apsistosime Siek tiek detaliau ties dinaminio chaoso
atsiradimo istorija. 1887 m. Svedy karalius paskelbé
konkursg moksliniam darbui, kuris turéjo atsakyti |
klausyma ,,ar misy saulés sistema yra stabili?“

« Konkursg laiméjo prancizy fizikas ir matematikas
Puankaré (Henri Poincare).

» Laiméjes konkursg Puankaré pastebejo, kad padare
klaidg ir beveik visus premijos pinigus panaudojo tam,
kad pakeisti viso zurnalo leidinj, kuriame buvo
atspausdinti klaidingi rezultatai.

« Puankareé nagrinéjo trijy kiny problemg (tarkime Saulé,

Zemé ir Ménulis) ir parodé, kad judéjimas gali bati labai
sudétingas (pagal Siuolaikine terminologijg chaotinis).

« Trijy kiiny judéjimo animacija [=]

Henri Poincare (1854 - 1912)

Niutonas iSsprendé dviejy kiiny
problema

Puankaré parodé, kad trijy kiiny
problema yra ,,neiSsprendziama“



Lorenz’o keistasis atraktorius (1963)

Benard’o nestabilumas

AL GRS

Lorenz’o modelis
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Dinaminiy sistemy klasifikavimas

Dinaminiai
modeliai

/\

Diferencialinés lygtys )
(tolydinis laikas)

e g

SKirtumineés lygtys
(diskretinis laikas)

Paprastosios
diferencialinés

lygtys

Diferencialinés
lygtys su dalinémis
iSvestinémis




Pagrindinis netiesineés dinamikos
tyrimo objektas

n eilés dinaminé sistema
(normalinis pavidalas)

; _ e o o x
xn_fn(xD 9xn)' 9 -

%= £(x,0x, ),

)'ck — TS [ 2
dt Xq

()c1 R xn) - dinaminiai kintamieji

n - laisves laipsniy skaicius (fazines erdves dimensija)



Pavyzdziai

Tiesine svyruokle Matematine svyruokle

mx = —bx — kx A\ |mLo=—-mgsmg

m
X
X=X, X, =X X1=0, X, =0
X =X, X =X,
. b k . g .
m m L




Kaip tirt1 netiesinius uzdavinius?

).Cl = X, 3. Grafinis metodas
. g . {x,(?),x, (t) } — sist. sprend
X, =—-=sInx,
L %,
{xl(t)a X2 (t) }
1. Pameéginti isspresti
analizitkai (elipsinés f) ({xl 0., ()}

e o X
2. Supaprastinti uZdaving :

S1n RN 4. Skaitmenineé analizé

(tapo populiari, kai atsirado

(gauname tiesini uzdavini) | popsonaliniai kompiuteriai)




Neautonominés sistemos

)'Cl=f1(xl,---,xn,t), x3:a)t

b k A

m m m

xn :fn(‘xD .“9xn’t)'

=
|

|

|
=
|

|
=
|
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S
A
=

Neautonominé svyruokle:

mx + bx + kx = Acos wt

X=X, X,=X

X =X,
. b k A
m m m




Kodel netiesinial uzdaviniai sudetingi?

Tiesines sistemos Netiesines sistemos

Galioja superpozicijos Negalioja superpozicijos
principas: principas:

X:ZCkxk X;tZCkxk
k k




Tiesinées

Netiesiskumas

s

Netiesines

“Dinaminis” poziuris 1 mokslg

Artéjimas prie
pusiausvyros

Rimties taSkai.
Bifurkacijos.

Relaksacinés sistemos.

Logistiné lygtis.

Autovirpesiai

Ribiniai ciklai.

Matematiné svyruoklé.

Netiesinés svyruoklés.
Elektroniniai
autogeneratoriai.

Chaosas

Keistieji atraktoriai.
Trijy kiiny problema
(Poincaré).
Cheminés reakcijos.
Iteraciniai atvaizdai.
Neautonominés

Kvantinis chaosas. v

Praktinis chaoso
panaudojimas.

Kintamyjy skaicius
>
n=1 n=2 n>3 n>>1 Kontinuumas (n — )
Didéjimas, mazéjimas . Kolektyviniai
. ’ Virpesiai
pusiausvyra P reiskiniai Bangos
Radioaktyvusis skilimas.  Tiesinés svyruoklés. Radiotechninés Susietosios harmoninés Banginés lygtys.
Populiacijy gausé¢jimas. RLC grandiné. grandinés. svyruoklés. Elektrodinamika.
RC grandiné. Dvieju kiiny problema Kietojo kiino fizika. Kvantiné mechanika.
(Kepler, Newton). Molekuliy dinamika. Silumos sklidimas ir
Statistiné fizika. difuzija.
Akustika.
Mokslo frontas Klampieji skysciai.

Erdviskosios ir lai-
kiskosios strukturos

Susietosios netiesinés Netiesinés bangos

svyruokleés. (solitonai).
Lazeriai ir netiesiné Plazma.
optika. Zemés drebéjimai.
Netiesiné statistiné Bendroji reliatyvumo
mechanika. teorija.
Netiesiné kietojo Kvantinio lauko teorija.
kiino fizika. Skysé&iuy turbulencija.
Sirdis. Fibriliacija.
Neuroniniai tinklai. Epilepsija.
Ekologija. Gyvybé.

Ekonomika.



Pirmosios eilés sistemos
: Grafinis metodas
i = f(x)

f(x) -greitis
Kintamyjy atskyrimo metodu 2% X
galima isspresti analiziskai:
dx £
t:I +(C fx)
f(x)

Problemos: — — X - X
1. Ne visuomet pavyksta
suintegruoti integralgq

2. Gaunama priklausomybé Stabilusis Nestabilusis

t=px)onex =y rimties rimties
taskas taskas

e




Populiacijy gauséjimas

Jeigu pakanka erdves ir
maisto, tai prieaugis yra
proporcingas kiekiui:

N:]/'N #N:Noe”

N/Nzr:const

Augimo ribojimas: v =r(N)

r—> r(l - N/K )
Logistineé lygtis (Verhulst, 1838):

N =rN(1-N/K)

N




Zmoniy populiacijos gausejimas
(http://en.wikipedia.org/wiki/Global Population)

15.8
6.0x10° d 15.6
15.4

. 15.24
,0’/ 15.04
4.0x10° % 14.8

( J
In N

14.6
o 14.4

14.2 -
2.0x10° ]

Gyventoju skaicius, N
o

e’ 14.0
e 13.81 _Ese
136- o=
134

0.0

1 7'50 ' 1 8'00 ' 1 8'50 : 1 9'00 ' 1 9'50 ' 20'00 1 7150 ' 1 8'00 ' 1 8ISO ' 1 QIOO ' 1 9'50 ' ZOIOO
Metai Metai
Santykinis gauséjimo greitis:
~1dN d(InN)
N dt dt (1950-1975): r=2%/m, r= 35m

(1750-1900): r=10.52%/m, 7= 133m

r

Dvigubinimosi periodas: (1975-2005): r=1.4%/m, 7= 50m

] In2
N=N,"=N (T) =2Ny=» 7= P Dabar absoliutus prieaugis: 80 mIn. Zm./m



Zmoniy populiacijos prognozé

(http://en.wikipedia.org/wiki/Global Population)

(http://esa.un.org/unpp/)
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Tiesiné stabilumo analizé

x=f (x) Logistiné lygtis

X" - rimties taskas, L.y. f(x*): 0 N = I’N(I—N/K)z f(N)
A = x — x| - maZas nuokrypis
AT e AT RTf(N)=0=N; =0,N; =K

= 73 )+ ar )+ of) 7'(N)=r(1-2N/K)

A:Af'(x*)-}Aonetf'(x*) N =0| £(0)=r>0

f '(x*)> 0| - nestabilusis R.T. Nestabilusis rimties taskas, T = 1/ r

f'(x*)< O| - stabilusis R.T.

r=1/

N;=K| f(K)=-r<0

Stabilusis rimties taskas, T = 1/ r

f'(x* )‘ : char%cit;;éngasis




Potencialas

7 Fx)
— - Logistine lygtis
){+bx:F(x)z—il£ N =rN(1-N/K)= f(N)
i << bi © | v(N)=~[rN(-N/K)aN
F(x)/b=f(x)U(x)/b=V(x)
— V=-rN?/2+rN*/3K
i=f(x)= T v
(x) .
Nestabilus R.T.
—
s ; : .
Ty
Stabilus R.T.




Virpesiy nebuvimas

Pirmosios eiles sistemose nera
osciliuojanciy sprendiniy!

Grafiné iliustracija: Mechaniné iliustracija:
midus
i = f(x)

EG) | i+ i =F(x)

mx << bx

=
=
~—

X x=f(x)EgF(x)/b

Virpesiai neimanomi
deél didelés trinties!




Antrosios eilés sistemos

i=f(x, )
y=g(x,»)

Kaip kokybiskai pavaizduoti
sistemos trajektorijas?

1. Izokliniy metodas
2. Linearizacios metodas

Svarbi savybe iSplaukianti is

sprendinio vienaties teoremos:

Trajektorijos fazinéje
plokstumoje negali kirstis!




[zokliniy metodas

Tiesine svyruokle

Pl

Xx+x=0

Nulines izoklines:

1. Horizontalusis laukas (y =0 ):

(x, )] =

=

X=y
y=—x

(%, )

(v,—x)

x =0—taiyray asis

(£,5)=(,0)= »(1,0)

2. Vertikalusis laukas (x =0):

y =0 —tai yra x asis
(%, 7)=(0,—x)= x(0,-1)

Bendras izoklinés apibréZimas:

% Vo B

k = const

(%, ) = —x(1/k 1)

N centras




Rimties taSkai ir lyg€iy linearizavimas

i=f(x,y) Lygciy linearizavimas

v=glx,y) (5x,§y)=(x—x*,y—y*)

Rimties taskai: |(%,7)=1(0,0)

.0 0
)= pi=2 fle e 2 gl oy o)
g(X*aJ’*):O oy = %g(x V' x+§yg(x V' y+><)
y % Kallvkatrodo (5;&} [6f/8x 8f/6yj (&cj
3t trajektorijos | =
4 @ rimties tasko 0y 0g/0x Og/o () oy
aplinkoje?
A=

Jakobio

matrica

X

»
/ﬁ\

of [ ox 5f/5yj
0g/0x  0g/0y ), )




Tiesinés sistemos

X =ax+by
y=cx+dy
I ¢ a b
X = A =
[y] (6‘ d j
X =Ax
y
- A= y
X=e VvV X
x=Ae'v Ae"v=e"Av
— — Matricos A
Av=Av tikriniy verciy

uzdavinys

‘_}

o 2

(=, +bv =0[=V, =v,(a—A)/b

cvx+(d—/1)vy =0

(cz —A
det
C

b
— 0
d—zj

N —ol+A=0

Charakterin-
goji lygtis

O

=TrdA=a+d

A=detd=ad—-bc

A, =0/2+c? A=A




X =A%
b oc=1rA=a+d
d A=detd=ad—bc

Bendrasis sprendinys:

( ) C.e"'v, + C,e™'y,

-lk‘qw
>
~
Il
l\)lq
W
>

Konstantos C,1r C, nustatomos
IS pradines sqlygos )((O) — 7

SN CW

v,




O
——

2

Sprendiniy |,

klasifikavimas

2
JZ—=A
4

1. A, ir A, realieji (A<c?/4)
a) A, ir A, skirtingy Zenkly

&>O>/%\72
A, <0 /\)\\\‘_}1 xbalnas

b) A, ir A, to paties Zenklo

3~

‘_}2 (greitoji kryptis)

A <0

stabilus
mazgas

X

A, <0

V. (étoji kryptis)

4l <|4)

2. A, ir A, kompleksiniai (A>62 / 4)

g Ay & (S
/4 5 W =A 7
Ar,=rtiw

e = o7 (cos et + i sin wt )

y <0 y >0
stabilioji centras nestabilioji
spirale spirale




Rimties tasky klasifikacine diagrama

ImA,, #0

ReA,, <0
— ’

A

7
v,
.
Im7\.1,2 = O %
D,
M <0,A, <0 B
3
&
.

A

A=c"/4
ImA,, #0
ReA;, >0
6\ ’
Il
a )
E ):é’ ImA,, =0
.g s
g .
3

P —ol+A=0
ﬂ'ﬂzzA

AL+, =0
o |o’
=—+.]——A

&x 2"\ 4

=
a
721
Y
o
j— o
=
Q
]
et
Q
2

spiralés

stabiliosios
spiralés
stabilieji
mazgai
neizoliuotieji

taskai (A, = 0)

balnai

)
/

\NF/ M >0,A, <0

™
AN

nestabilieji

mazgai



Konkurencijos modelis

Lotka ir Voltera modelis

x(t) — triusiy sk. laiko momentu t

y(t) — aviy sk. laiko momentu t

X =3x—x-2xy

y=2y—y’-xy
Rimties taskai:
x(3-x-2y)=0 E, (0,0)] [(0.2)
y2-y=x)=0 ["[G0)] [ 1)
Jakobianas:
A:[3—2x—2y —2x j
—y 2—x—-2y

3 0 nestabilusis
(an) m 4= (O 2) mazgas
~ 1 ~ 0
A =3, vl—o A, =2, v2=1
Y
o




Konkurencijos modelis

-1 0 stabilusis

21l 415 5| e
- 1 ~ 0

A=-1 v= 5 A==2, v= 1
-3 —6 stabilusis

Goll= |41 g )| e
P (3
ﬂ1_ ’ vl_O /’12_ ’ Vl_ _1

-1 -2
(1,1) =) A:[—l _J balnas
ﬂl,z =—1i\/§, §1,2 :(1 1/5}




Ribiniai ciklai (autovirpesiai)

Autovirpesiai — tai savaime
atsirandantys sistemoje perio-
diniai virpesiai, kai jq neveikia
jokios periodinés jegos.

Stabilusis Nestabilusis Pusiau stabi-
ciklas ciklas lusis ciklas

Nusistovejusiy autovirpesiy
amplitude ir daznis nepriklauso
nuo pradiniy sqlygy.

Autovirpesiai gali atsirasti tik
netiesinése sistemose!

Fazinéje erdvéje autovirpesiai
atitinka ribinj ciklq (Andronov)

Ribiniu ciklu vadinama
izoliuota uZdara fazines erdves
trajektorija.

X =Ax

Cx(t)

Tiesinése siste-
mose gali buti
tik neizoliuotos
uzdaros orbitos!




Autovirpesiniy sistemy pavyzdziai

Parastas modelis: ribinis ciklas
polinése koordinatese

; =1

f:r(l—rz)

y

A\ x—rCOS(p

y =rsin @

/jm

NA AN
VR BT EE




Van der Polio generatorius

I L v, / v ,u(x2 B 1)); =0 Vanlizl;ifolio
14 C / . b(x) = ,u(xz — 1)- netiesinis trinties koef.
—{ N ] ot b(x)< 0, kai lx’ <1, b(x)>0,kai ]x‘ > 1
V=1 J{)=~IR,+RI* I I; '
LI+V + f(I)=
CV =1

LI+1/C+(@3RI*/IZ-R,)i=0

Bedimensiniai kintamieji:

x=~31/1,, t=t/JLC,
u=R,/LIC




Relaksacinial virpesiai

)'c'+,u(x2—1)f(+x=0

u>>1

i = ply - F(x)]| Greitas)
y=—x/u (létas)
M —> 0
y.—F(x)=O | yiF(X)
y=0 y = const

Y y=F(x)

C greitas B

T~ 1(3-2In2)

\I\I
b adegpe s

Periodas: T ~ 2 J' J' 12 dy

x—l

T = 2j —’uF( )dx——2,uJ- dx

xA x



Kvaziharmoniniai virpesiai

i+e(x®—1)i+x=0

& << 1

Standartine trikdziy teorija
nepavyksta gauti konverguojancio
asimptotinio sprendinio, kai f — 0.
Todél taikomas dviejuy laiky arba
harmoniky balanso metodas.

Harmoniky balanso metodas
e=0: x+x= OﬁX(l‘)Z I”COS(I-l—(O)

x(1) = r(t)cos]t + p(t)]]

r(t ), go(t) - létai kintancios funkcijos
plt)oc &

c#0:

f(t)oc g,

COS [t 3+ (D(t)] 1 [ l@(t)elt i e—zgo(t)e—it]
_ io(t) létai kintanti
A(t) _ r(t)e - kompleksiné
(f ) amplitudé
(t ) [ e + A i ]/2

:mX+mAk”+ajy2:
= i[/l e + 4" e‘”]+ 0(6‘2)
i~ i[A e —A e ]/2 +0(¢)

el —1)i = { L4éﬁ+A*e”f-4}x

X % (A A AT )+ 0(52)



Kvaziharmoniniai virpesiai
5c'+x+g(x2 —l)x =0

iAe" + Ae |+ g{i (de" + 4 ¥ —1}%(/1 ¢ — A'e )+ole?)=0

it . & ‘A‘z
SR Pl i
e . +2 {4

}:o

p=0

@ = @, = const

x(¢)=r(t)cos(t + @, )

Skaitmeninis rezultatas
tiesiogiai integruojant lygtj:

X

£1=29.1




Chaoso nebuvimas

Puankare ir Bendiksono teorema
Tarkime kad:

1. R yra apréita uZdara plokStumos sritis.

2. X= ]7 (3?) yra tolydZiai diferencijuojamas y
vektorinis laukas X € R .

3. R srityje néra rimties tasky.

4. Egzistuoja R srityje “uidaryta” trajektorija

C, kuri prasideda toje srityje ir pasilieka joje
visam laikui.

Tuomet trajektorija C asimptotiSkai artéja prie
ribinio ciklo, kai f > oo .

Antrosios eilés sistemose negali buti chaoso!




Dinaminiy sistemy atraktoriy klasitikavimas

stabilus mazgas

d=0

eksponentinis
gesimas

NNy

: {

Z

stabili spirale

d=0

gestantys
virpesiai

stabilus ribinis ciklas

d=1

x autovirpesiai

\

;




