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Jvadas

 TradiciSkai manoma, kad fizikoje statistinius metodus galima taikyti tik tuomet, kai
sistemoje yra daug daleliy. TaCiau tam tikros netiesinés dinaminés sistemos su nedi-
deliu laisvés laipsniy skaiCiumi gali elgtis chaotiSkai. Toks elgesys yra sglygotas dina-
minémis sistemos savybémis ir savaime atsiranda neveikiant sistemos atsitiktinémis
jégomis. Dinaminj chaosg taip pat galima aprasyti statistinés fizikos metodais.

- Siuolaikinis mokslas teigia, kad atsitiktinumai sistemose su dideliu laisvés laipsniy
skaiCiumi, kurias tradiciSkai tiria statistinés fizikos mokslas, yra salygoti dinaminiu
chaosu. Tad chaoso mokslas yra svarbus statistinés fizikos pagrindimui. Jis i3
esmes paaiskina kaip deterministinéje sistemoje gali atsirasti negrjztamas elgesys.

- Siame skyriuje pradZioje aptarsime pagrindines chaoso savybes. Suskirstysime dina-
mines sistemas j disipatyvias ir konservatyvias. Konservatyvios sistemos pasizymi
tuo, kad jy fazinis tdris nekinta. Siai klasei priklauso hamiltoninés sistemos, kuriomis re-
miasi statistinés fizikos mokslas. Todél tokioms sistemoms skirsime pagrindinj démes;.

» Statistinés fizikos metody taikymg paprastoms dinaminéms sistemoms su chaotiniu
elgesiu pademonstruosime periodiskai smugiuojamo rotoriaus uzdaviniu.
Parodysime, kad Sj uzdavinj galima suvesti | Fokerio-Planko lygt;.

- Pabaigoje aptarsime paprastus matematinius chaoso modelius. Sie modeliai
padeda geriau suprasti chaoso reiskinj. Kita vertus, Siais modeliais mes
pademonstruosime negrjztamg dinaminiy sistemy elgesj. Mes iSvesime lygtj,
analogiSkg Boltzmano kinetinei lygciai ir jrodysime Boltzmano H-teorema.



Chaoso teorijos pagrindai (1)
Kas yra chaosas?

Chaosu vadinamas nereguliarus dinaminiy sistemy elgesys.

Pagrindiné chaotinio elgesio savybé: artimos trajektorijos fazineje
erdvéje eksponentiskai greitai prasiskiria (Drugelio efektas).

Batina chaoso sglyga — netiesiskumas.

Chaotiniy sistemy pavyzdziai:

* Teniso rutuluko sokingjimas ant periodiskai V|rpanC|os raketeés

* Lorenzo sistema (Benardo nestabilumas) g §;Z:Z;::;:
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Chaoso teorijos pagrindai (I1)

Eksponentine artimy trajektorijy divergencija
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A - Liapunovo rodiklis

Jeigu Liapinovo rodiklis teigiamas, tai turime chaosgq!
Chaotinése sistemose atstumas tarp artimy trajektorijy
fazinéje erdvéje diverguoja pagal eksponenting désnj.




] ] Chaoso teorijos pagrindai (1)
Prognozes trukme

5(t)= 6, exp(At)

S— g 5(tpmg):a
% O, exp(/lt )
[ = O =t pros
prog 1
0, - pradiniy sqlygy matavimo tikslumas  og = In a
a - leistina prognozeés paklaida A 9%

Pavyzdys: Tarkime, kad a = 10~ 5 =107 Kiek pailgés prognozes trukmeé,
jeigu matavimo tikslumgq pagerinsime keturiom eilem iki 5 =102

o

Ly a-Ing, 107" ~In107 6
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prog

Bet kokios pastangos gerinti matavimo tikslumgq yra beprasmiskos!

Nors chaotinés sistemos yra grieitai deterministinés, jy ateitj
galima prognozuoti tik statistiskai.



Chaoso teorijos pagrindai (V)
Fazinio tario evoliucija
* Viena svarbiausiy chaotiniy sistemy savybiy apibudinama fazinio tdrio evoliucija.

Pagal tai, kaip evoliucionuoja fazinis tdris, sistemos skirstomos j disipatyvias ir

konservatyvias. , _ , , , 5
« Tarkime turime dinamine sistemg aprasomg

diferencialinémis lygtimis:
49

z=/(2)

Nagrinésime N identisky sistemy ansambl;.

Ansamblio nariai turi skirtingas pradines sglygas

N 2}. (0) jos apima fazinj tarj V(0). Polai{ot

ZJ. (l‘) faziniai tadkai pakeis koordinates j Z;\7) taip,
kad jie atsidurs naujame taryje V(t).

OOO

Jeigu ansamblyje yra pakankamai daug sistemuy, kurios pakankamai tankiai uzpildo
fazinj tarj, tai mes galime kalbéti apie fazinio tario evoliucijg.

 Jeigu lygtys apraso realig fizine sistema, tai fazinis turis bégant laikui negali begalo
didéti. Kai t — og galimi du variantai: fazinis taris gali mazéti iki O arba likti pastovus.

« Dinaminés sistemos, kuriy fazinis tiris nekinta, V(t)=const., vadinamos
konservatyviomis sistemomis.

» Dinaminés sistemos, kuriy fazinis tiris artéja prie nulio V(t) — 0, kait — o,
vadinamos disipatyviomis sistemomis.



Chaoso teorijos pagrindai (V)

* ISvesime fazinio tdrio kitimo formule. Dél vaizdumo apsiribosime trijy diferencialiniy
lygCiy sistemos nagringjimu. Si prielaida néra esminé — gautos Cia formules yra
teisingos bet kurios dimensijos sistemai.

f

z7 = f(Z) (Cia Z ir f yra trimagiai vektoriai)

V(t) — sistemy ansamblio tlris momentu t.

S(Z‘) S(t) — pavirsius, gaubiantis tdrj V(t).

 Fazinio tdrio kitimg apsprendzia faziniy tasky, gulinCiy pavirSiuje S(t), judéjimas.
ApskaiCiuojame tario pakitimg per trumpag laikg dt.

(ki V{e+di)-0)=] f7i)dias
Y AN “Z?—V( ) [ (Fii)ds =] divfav

v =| divfav




Chaoso teorijos pagrindai (V1)

Pavyzdys: Lorenzo sistemos fazinio turio evoliucija
 Pailiustruosime gautg fazinio tdrio kitimo formule Lorenzo sistemai.

= S(y B )C) s >0 (Lorenzo sistemoje
o o 7> () visi parametrai yra
VS et teigiami )
7 = Xy — bz b>0

V= jV div f dV

%
OX

Z

div f = —[S(y—x)]+§[rx—y—xz]+g[xy—bz]

divf=—-s—1-b<0 = V:—(5+1+b)V

V(Z‘) = V(O)exp[— (s+1+ b)l‘_‘ —> V(t) — 0

f—>o0

Lorenzo sistema yra disipatyvioji !



Chaoso teorijos pagrindai (VII)
Hamiltoniniy sistemy fazinio tdrio evoliucija

* Jrodysime, kad hamiltoniniy sistemy fazinis turis yra pastovus dydis, t.y., kad
Hamiltoninés sistemos yra konservatyvios.

Hamiltoninés sistemos yra sistemos Prisiminkime, kad fazinio turio kitimas
aprasomos Hamiltono lygtimis: aprasomas lygtimi:
H=H(pgq.1) ;=91 V=] divfav
é; _ (q g, q ) a%H Apskaiciuojame vektoriausf divergencija:
S \11>12> Y Y -
o _ pP=——"> - 0 = ..
p_(plﬂpp”.’pN) aq dinzngE{H,Z}
zZ z
Alternatyvus Hamiltono LygcCiy uzrasymas: ~ 0 | OH @Zl_ OH azl_
z = (p,q) - 2N kintamuyjy vektorius aZl. apj aqj aqj 5pj
= N 0°H 0*H
z={H,z}Ef(z) = — =0
0q,0p; 0Op;0q,
{H —~} _ oH aZz’ _ oH azi (Puasono | Taigi jrodéme, kad hamiltoninés sistemos
2 = skliaustai) k i0S — iu fazinis tdri
5p aq 56] 5p yra konservatyvios — jy fazinis tdris
J 4 J nekinta laike.




Chaosas hamiltoninése sistemose (I)

» Chaosas konservatyviose ir disipatyviose sistemose pasireiSkia labai skirtingai.
Disipatyviose sistemose fazinis turis mazeéja iki nulio. Asimptotikoje ¢ — oo pradinis
tdris virsta labai sudétingu geometriniu objektu, vadinamu keistuoju atraktoriumi.
Sio objekto dimensija yra mazesné uz fazinés erdvés dimensijg (nes jo tdris lygus
nuliui). Detalls tyrimai rodo, kad tas objektas yra fraktalas — jo dimensija yra
trupmeniné. Visos dinaminés sistemos trajektorijos ilgainiui prisitraukia prie Sio
sudétingo geometrinio objekto ir elgiasi labai sudétingai — chaotiskai.

» Konservatyviose sistemose fazinis tiris nekinta. Dél to Siose sistemose keistyjy
atraktoriy néra. TaCiau bendras konservatyviy ir disipatyviy chaotiniy sistemy bruozas
yra tas, kad abejose sistemose artimos trajektorijos prasiskiria eksponentisSkai greitai,
t.y. abi sistemos turi teigiamus Liapunovo rodiklius ir pasizymi nepaprastu jautrumu
pradiniy sglygy pakeitimams.

» Kalbant fizikine terminologija disipatyvios sistemos yra atviros sistemos. Jos
turi iSorinj energijos Saltinj ir jose vyksta energijos disipacija (pvz. dél trinties).

* Konservatyvios sistemos tai uzdaros sistemos. Jos neturi iSorinio energijos
Saltinio ir jose néra energijos disipacijos (néra trinties).

« Kadangi statistiné fizika nagrinéja uzdaras, konservatyvias sistemas, apraSomas
Hamiltono lygtimis, tai toliau mes susikoncentruosime ties hamiltoniniy sistemy
tyrimu.



Chaosas hamiltoninése sistemose (ll)

Judéjimo integralai ir integruojamos sistemos

 Tiriant hamiltonines sistemas paprastai siekiama surasti judéjimo integralus. Tie
integralai yra judéjimo tvermés désniai. Jie duoda tam tikrus analizinius dinaminiy
kintamuyjy sarysius ir iS esmés palengvina uzdaviniy sprendimg. Kai hamiltonianas
tiesiogiai nepriklauso nuo laiko, tai pilnoji energija, pilnasis impulsas ir pilnasis
judéjimo kiekio momentas yra tipiski judéjimo integraly pavyzdziai.

« Tikslesnis matematinis judéjimo integralo apibrézimas yra toks. Dydis @ }3,2}')
vadinamas judéjimo integralu, jeigu CD( D.q ):constant(t). Kadangi (ﬁ,é’ tenkina
Hamiltono lygtis, tai funkcijos ®( p,q) iSvestine pagal laikg galima uzrasyti taip:

db o0 . o0 . o0DoH o0DoH
T Pt A=t
di  0Op oq op 0g 0g Op

= H, @}

AP Funkcija (D(f?, Ej ) yra judéjimo
—=0 = {H,CI)} — ()| integralas, jeigu jos Puasono
dt skliaustai lygis nuliui.

Pavyzdziui, jeigu hamiltonianas tiesiogiai nepriklauso nuo laiko, pilnoji energija
D = H(ﬁ,é)z E yra judéjimo integralas, nes { H,H }=0.



Chaosas hamiltoninése sistemose (lll)

« Sprendziant hamiltoninius uzdavinius siekiama surasti kuo daugiau judé&jimo
integraly. Jeigu sistemoje yra 2N kintamuyjy, tai didziausias galimas judéjimo
integraly skaiCius yra N.

Hamiltoniné sistema H(fp,q’) yra pilnai integruojama, jeigu egzistuoja NV
nepriklausomy judéjimy integraly (I)j(ﬁj): {H,(I)j}: 0, j=1,...N.

» Bet kurig pilnai integruojama sistemg galima suskaldyti j N nepriklausomy

osciliatoriy. Tai atliekama kintamuyjy pakeitimu — pereinant prie veikimas — kampas
kintamyjy.

(jj, é’) — (f, (:)) - veikimas-kampas kintamieji H(f?, 6) = H(j, (:))E H(j)

—_—

]=O,é:6H/8f — ]J.:consz‘j,@j=®j(0)+a)jz‘,j=1,---,N

Pilnai integruojamose sistemose chaoso néera ! Jy dinamika aprasoma N
nepriklausomy osciliatoriy judéjimu. 2N-matéje fazinéje erdvéje tai atitinka
kvaziperiodinj judejimg N - madiu toru.



Chaosas hamiltoninése sistemose (1V)
Kiek paplitusios gamtoje pilnai integruojamos sistemos ?
Galimi du prieSingi atsakymai j Sj klausima:

* Visos sistemos yra integruojamos ir problema tik tame, kad mes nesame
pakankamai protingi ir nesugebame nustatyti visy judéjimo integraly.

* Pilnai integruojamy sistemy is vis néra. Truputj sutrikdant integruojama
sistemg Hy(P,q),
H(p.q)= Ho(p,a)+&H,(p.q)

visi judéjimo integralai, i§skyrus energija, iSkarto Zlunga, kai € =0 .

« Abu teiginius galima paremti eksperimentiniais faktais. Tai, kad saulés sistema
yra stabili (pvz. Zemés orbitos stabilumui nejtakoja sgveika su kaimyninémis
planetomis) yra svarus argumentas pirmam teiginiui. Kita vertus, statistikinés
mechanikos mokslas remiasi teiginiu, kad trajektorija tolygiai uzpildo energetinj
pavirsiy, t.y., kad egzistuoja tik vienas (energijos) judéjimo integralas, ir fazinis
taskas chaotiskai juda pastovios energijos pavirsiumi.

ISsamiau | Sj klausimg atsako KAM teorija, kuri nagrinéja chaoso
atsiradimo scenarijus silpnai sutrikdytose integruojamose sistemose.



Chaosas hamiltoninése sistemose (V)

KAM teorijos iliustracijos
KAM = Kalmogorov (1954) + Arnold (1963) + Moser (1973)

aV(x)/ﬁx + sinw! -netiesinis osciliatoriaus + periodine jéga

mx = —
(integruojama sistema) (neintegr. trikd.)
Q= Q(A) Stroboskopinis fazinis portretas
( Savasis daznis B (vietc_)j trajelv(torij:q pic?éiatrli fazini:fri te_as"{(ai — 5 ( Rezonansinés
po viena taska ties kiekvienu periodinés orbitos smarkiai

priklauso nuo
amplitudés )

@ x
rezonansines orbitos
0, m

c=0 Q(A)_n c#0

Chaosas atsiranda, kai persikloja skirtingy eiliy rezonansai (Cirikovo kriterijus)

Jégos periodu ) sutrikdomos )




Chaosas hamiltoninése sistemose (VI)

Periodiskai smugiuojamas rotorius

« KAM teorijos rezultatus pailiustruosime labai paprastu fiziniu modeliu — periodiskai
smagiuojamu rotoriumi. Sis modelis ypatingai populiarus ir svarbus kvantinio chaoso
teorijoje. Jis kokybiSkai paaiskina kvaziklasikiniiy atomy (su dideliais kvantiniais
skaiCiais) jonizacijos zemo daznio elektriniu lauku eksperimentus.

Dalelé masés m=1 be trinties sukasi vienetinio
I KZ 5(1 - ”T) radiuso apskritimu. Kas periodg T=1 ji patiria
e n smugj vertikaliai j virSy nukreipta jéga K.
/é) Smdagiai yra trumpalaikiai taip, kad juos galima
aprasyti Dirako o funkcija. Tarp smagiy dalele
neveikia jokios jégos — ji pastoviu greiCiu sukasi
apskritimu (animacija).

« Pagrindiniai Sio uzdavinio klausymai yra tokie:

« Kalp kinta sistemos dinamika didinant K (kaip sistemoje atsiranda

chaosas)?
« Koks yra asimptotinis vidutinés energijos elgesys, esant fiksuotai K
vertei ? Ar dalelés energija didéja ar sotinasi, kai 7 —> %©?



Chaosas hamiltoninése sistemose (VII)

« UzraSysime Siai sistemai judéjimo lygtis. Pazymésime | dalelés judéjimo kiekio
momentg (Cia jis lygus rotoriaus sukimosi dazniui w=I). Tuomet hamiltonianas ir

Hamiltono lygtys yra tokie: _ _ o
neintegruojamas trikdis

H(],é’,z‘):lz/2+Kcos®Z§(z‘—nT)

% — K sin @Z 5(; _ nT), 6;_(? = /| Hamiltono lygtys

« Kai K=0, sistema yra pilnai integruojama. Jai galioje judé&jimo kiekio tvermés
désnis. Kai K # (), sistemoje nebelieka judéjimo integralo ir galima manyti, kad
pakankamai dideliems K joje gali atsirasti chaotinis elgesys.

« Tarp smugiy, kai t=[nT,(n+1)T], Hamiltono lygtis galima nesunkiai iSspresti. Tuomet
galima gauti sarys; {@n,[n)—) ((**)nﬂ,[n+1 ) Cia (@n,ln) yra kampo ir judéjimo
kiekio momento vertés, kurias sistema jgyja iS karto po n-to smugio. Toks kintamujy
sarysis vadinamas Puankare atvaizdu, arba paprastai atvaizdu. Jeigu ®,,,,[,,, askus
pavaizduosime (®, I ) plokStumoje, tai gausime stroboskopinj fazinj portreta. Jis
rodo dinaminiy kintamuyjy vertes vieng kartg per iSorinés jégos perioda.



Chaosas hamiltoninése sistemose (VIII)

« Tarkime, kad (G)n,[n)yra dinaminiy kintamuyjy vertés is karto po n-to smdgio.
Tuomet iki pat n+1 - mo smugio sistemos evoliucija aprasoma lygtimis (T=1):

dl 2(C,
dr dt " C

Kad surastume [,m verte, i$ karto po n+1- mo smagio reikia apskaiciuoti priedg AJ
prie judéjimo kiekio momento, kurj sistema jgyja n+1 - mo smigio metu. Dél to
judéjimo kiekio momento lygtj turime suintegruoti mazame laiko intervale tarp
n+t+l—g<t<n+l+e,8ia g—0 mazasdydis.

n+l+e d]

Al = j dtazl(n+1+g)—](n+1—g)
n+l—g
n+l+g
= J-dtK sin @Z 5(t—m)=Ksin®
n+l-g m
Q.6 = (@)n +1, )mod 27|  Standartinis ( arba Cirikovo

Tuomet gauname: ir Zaslavskio) atvaizdas

[ .,,=1 +Ksn0l

Cia xmod y reiskia trupmenine dalybos x/y dalj.



Chaosas hamiltoninése sistemose (1X)
- Cirikovo ir Zaslavskio atvaizdas yra kruop3diai istirtas mokslinéje literatroje. Cia
pateiksime keletg skaitmeniniy rezultaty (animacija).

I (@n +[n)m0d27r
[ .. =1 +Ksnéf

o o o0 @ om0 @ " 0 o o

Maziems K yra daug nerezonansiniy trajektorijy (nejautriy trikdziams), judanciy nuo

® =0iki ® =2x. Taip pat yra ir rezonansinés trajektorijos (jautrios trikdziams).
Ypatingai pastehimos periodo vienas (kai trajektorijos periodas sutampa su smugiy
periodu) (©,/)= ) |r perlodo du (kai trajektorijos periodas dvigubai didesnis uz
smugiavimo perloda) 0, 7r — 72' 7T ) rezonansai.

» Didéjant K rezonansinés trajektorijos ,iSstumia” nerezonansines. Skirtingy eiliy rezo-
nansai persikloja ir virsta vieninga chaotine trajektorija, uzpildancia visg fazine plokstuma.



Chaosas hamiltoninése sistemose (X)

 Taigi dideliems K stroboskopiniai taskai tolygiai padengia fazine plokstuma.
Judéjimas tampa atsitiktinis ir mes galime taikyti statistikos metodus. Parodysime,
kad dideliems K periodiskai smigiuojamo rotoriaus sistemg galima adekvaciai
aprasyti Lanzeveno arba Fokerio-Planko lygtimi.

®n+1 _ (@n _|_]n )mod 2 (;haoso r.eiime 6’”. Kinta e?tsitiktin'ai, todél
_ Cirikovo ir Zaslavskio atvaizde siné,
l,,=1,+Ksmnb,, galima pakeisti atsitiktiniu dydziu: sin €, = &

Kadangi Hn vertés yra tolygiai pasiskirsCiusios intervale [0,2 7z], tai atsitiktinio
dydzio fn vidurkis ir koreliatorius yra tokie:

(E)=(in0,) =0 (6&.)=a0,.  9=(E)=(sn"0,.)=3

 Pakeitus sin 6’n ,, atsitiktine jéga, antroji Cirikovo ir Zaslavskio atvaizdo lygtis tampa
nepriklausoma nuo pirmos. Toks lygties ,atskélimas® yra jmanomas dél to, kad
atvaizdo 49,,, kintamasis kinta Zymiai grei¢iau negu/ .- Rezultate antrg lygtj uzrasome
taip: dl

[ . —1 =K& ey —= KE&(r)
Kai ]n >> | , judéjimo kiekio momentas kiekvieno smiigio metu santykinai pasikeicia

nedaug. Todél skirtumag ]n+1 —]n pakeitéme iSvestine ir n=t laikome tolydziuoju
Kintamuoju.



Chaosas hamiltoninése sistemose (XI)

 Taigi periodiSkai smugiuojamo rotoriaus uzdavinj suvedéme j Lanzeveno lygt;:

ar _
dt

k) [E0).=9 |ietoetr), =t

Sis Lanzeveno uzdavinys tiksliai sutampa su Brauno dalelés LanZeveno uzdaviniu
didelés trinties riboje. Jj atitinkanti Fokerio-Planko (arba EinSteino-Smoluchovskio)
lygtis yra difuzijos lygtis:

oP 82P Kz Cia P(Iat) yra tikimybé, kad momentu t
E =D 5]2 D = T dalelés judéjimo kiekio momentas bus |.
1 I’ <[2/ 2> 2
—> P(],t): exp(__j K
47Dt 4Dt —
4
K2
2 ju— —_— ——
—> <1/2>—Dt— 4t t

Judéjimo kiekio momentas difunduoja !
Vidutiné rotoriaus energija didéja proporcingai t.



Chaosas hamiltoninése sistemose (XII)

 Judéjimo kiekio momento difuzija stebima kvaziklasikiniy atomy jonizacijos
eksperimentuose.

Byfield, Koch eksperimentai (1974):

Vandenilio atomai busenoje su pagrindiniu kvantiniu skaiCiumi n,=63 - 69
buvo Zzadinami mikrobangomis v=9.9 GHz ir buvo matuojamas jonizacijos greitis.

hv<<EJl",  hv<<|Eg;—Eg
Nezilrint | mazg fotono energijg efektyvi jonizacija buvo stebima, kai elektrinio

lauko stipris virsijo 20 VV/cm. Si lauko verté Zymiai mazesné uz kritine lauko verte
jonizuojant pastoviuoju elektriniu lauku.

« Jensen (1982, 1984); Delone, Krainov, Shepelyansky (1983) teorija:

Eksperimentai buvo gerai paaiskinti taikant atomui ne kvantines, o klasikines judéjimo
lygtis. Jonizacijos efektai yra salygoti judéjimo kiekio momento difuzija,
panasiai kaip periodiSkai smugiuojamo rotoriaus atveju.



Paprasti matematinial chaoso modeliai (1)

« Tiriant konkrecias fizines sistemas dazniausiai gaunami gana sudétingi
matematiniai modeliai. Aisku bina ir iSimCiy. Pavyzdziui, periodiSkai smigiuojamo
rotoriaus atveju mes gavome paprastg matematinj modelj — Cirikovo ir Zaslavskio
atvaizdg. Mes matéme, kad netgi toks paprastas matematinis modelis demonstruoja
labai sudétingg elges;.

« Smiugiuojamo rotoriaus uzdavinyje mes startavome nuo Hamiltono diferencialiniy
lygCiy. Mums pavyko transformuoti jas j atvaizdo lygtis, t.y. j lygtis su diskretiniu
laiku. Tai padaréme suintegrave diferencialines lygtis per iSorinés jégos periodg ir
suriSe dinaminiy kintamuyjy vertes n+1-mo periodo pradzioje su atitinkamomis
vertémis n-to periodo pradzioje. Tokia procedira yra gana universali. Daugelyje
atvejy diferencialines lygtis galima transformuoti j diskretinius atvaizdus.

» Diskretiniai atvaizdai yra zymiai paprastesni uz diferencialines lygtis. Todél norint
suprasti, kaip dinaminése sistemose atsiranda chaosas patogiau yra pasirinkti
nagrinéjimo objektu diskretinius atvaizdus.

- Siame nagrinéjime mes nesiri§ime prie konkreéiy fiziniy modeliy. Mes
apsiribosime abstrakCiais matematiniais modeliais. Svarbu, kad jie atitinka
deterministine dinamine sistema, t.y. uzduoda taisykle, pagal kurig iS pradiniy
dinaminiy kintamyjy verciy galima apskaicCiuoti jy vertes bet kuriam laiko momentui
j ateitj. Modeliuojant atvaizdais konservatyvias fizines sistemas mes reikalausime,
kad jy fazinis taris evoliucijos metu nekisty.



Paprasti matematiniai chaoso modeliai (Il)

Pirmos eiles atvaizdai

» Paprasciausios dinaminés sistemos gali blti modeliuojamos pirmos eilés atvaizdais.

X — dinaminis kintamasis

%o S (xm) m — diskretinis laikas

 Atvaizdo dinamikg galima geometriskai
pavaizduoti nupieSus funkcijos f grafike
vadinamajj ,voratinklj“. Cia pailiustruota
atvaizdo iteracijos procedira, kai atvaizdo
funkcija yra kosinusas.

- Si sistema artéja prie stabilaus rimties
tasko x ,, kuris atitinka stacionary atvaizdo
sprendin;:

X,=COSX,
- Sioje sistemoje chaoso néra. Toliau

pateiksime pirmos eilés atvaizdg su
chaotiniu elgesiu.

f — atvaizdo funkcija

X, ., =COSX,_

m

X
AT N\ X
SN\

voratinklis




Paprasti matematiniai chaoso modeliai (lI1)

Pjuklo danties atvaizdas
» Pjlklo danties atvaizdas turbit yra pati paprascCiausia chaotiné dinaminé sistema.

_ X
xm+1 _ {me} m+

{_ . } - trupmeniné skaiciaus dalis / y

Alternatyvus zyméjimas:

Pavyzdzui: {3.2456} = 0.2456 /f/ '

X
_ 0 x, 1/2 1"
x, ., =2x mod]l 0
X, . e e :
1 m Siam atvaizdui galima grieztai jrodyti
chaotinio elgesio egzistavima.

Sis pavyzdys yra puiki iliustracija to, kaip
sudétingas elgesys gali atsirasti
paprastoje dinamingje sistemoje.

0 1/2 1



Paprasti matematiniai chaoso modeliai (V)

» Sistemos dinamikai suprasti patogu naudoti dvejetaine skaicCiy sistema.
Dvejetaingje sistemoje skaiCiaus dauginimas is 2 atitinka kablelio postim;] per vieng
pozicijg j deSine (Bernulio postimj). Pavyzdziui:

x, =0.11001..=0-2° +1-27" +1-27240-27+0-27" +1-27 + .
2-x, =0:2'+1:2° +1- 27 +0-27 +0-27 +1- 27 +...=1.1001...

Trupmenine dalis: {1.1001...}=0.1001... ,tad ~ {2-x,}=0.1001...

Taigi Sio atvaizdo operacija atitinka dvejetainio skaiCiaus kablelio postiimj per
vieng pozicijg j deSine ir sveikosios dalies nubraukima.

0 (0.0...) 01 (0.1...) 1 dvejetainé sistema

(I) k OI.5 d 1 deSimtainé sistema

Jeigu pradiné sglyga yra racionalusis skaicius, tai egzistuoja baigtinis periodas:
periodas R

x, =0.101001101001101001... K — kairioji intervalo pusé
dkdkkd dkdkkd dkdkkd...

d — desinioji intervalo pusé

Iteracijos metu fazinio tasko Sokinéjimas is kairés j deSine intervalo puse
periodiskai kartosis! Tai atitinka periodine sistemos trajektorija.



Paprasti matematiniai chaoso modeliai (V)

Jeigu pradine salyga yra iracionalusis Kaip jrodyti, kad sistema gali elgtis
skaiCius, tai jokio periodo néra: chaotiskai, pagal atsitiktiniy skaiciy
eriodo néra désnj?
=0.101001101110...

Pradinéje salygoje yra uzkoduota
Taigi pradinés sglygos, iSreiSkiamos visa tolimesne sistemos evoliucija.
racionaliaisiais skaicCiais, atitinka
periodines sistemos trajektorijas, o
iracionaliaisiais — neperiodines.

Pasirinkime pradine sglyga pagal tok|
algoritmg: métykime monetg ir
raSykime 1, kai iSkrenta pinigas (p) ir

- . 0, kai herbas (h).
Skaiciy teorijoje jrodoma, kad [0, 1]

intervale iracionaliyjy skaicCiy yra daugiau, phphhpphppph...
negu racionaliyjy. Racionalieji skaiCiai =0.101001101110...
sudaro skaite aibe (kiekvienam galima dkdkkddkdddk..
priskirti nattralyjj skaiciy), o iracionalieji —

Startuojant is tokios pradinés salygos
turésime lygiai tokj patj fazinio tasko
Sokinéjimag tarp kairés (k) ir deSinés (d)
[0,1] intervalo pusiy, kaip kaitaliojasi
pinigo ir herbo pusés métant moneta.

neskate.

Tad atsitiktinai pasirinkdami pradine
salyga [0, 1] intervale mes dazniausiai
uztaikysime ant iracionalaus skaiCiaus ir

turésime neperiodinj elges;. Turi h
urime chaosg

deterministineje sistemoje!




Paprasti matematiniai chaoso modeliai (V1)

Jautrumas pradinems salygoms

* Pasinaudodami Siuo modeliu galime geriau suprasti chaotiniy sistemy jautrumag
pradinéms sglygoms.

Pasirinkime dvi artimas pradines sglygas, kurios iSreiSkiamos dviem skaiciais iki
septinto Zenklo po kablelio sutampanciais skaitmenimis:

x, =0.101001101110011000111...
x, =0.101001110010000111100...

Tuomet aiSku, kad esant Sioms pradinéms sglygoms, septynias iteracijas Sios dvi
sistemos trajektorijos liks artimos. Jos kartu bus kaireje arba desinéje [0,1]
intervalo puséje. Po to jy judéjimas taps visiSkai nekoreliuotas.



Paprasti matematiniai chaoso modeliai (VII)
Atvaizdy Liapunovo rodikliai

' = - grandinés
Xl = f(xm) (fn) (xo ) = f'(xi) tt;g;syklé
i=0
Xo» Xg + 50 - dvi artimos prad. sqlygos pavyzdys:
o, |~ ‘50 e™ . ] - Liapunovo rodiklis (fz)’(xo): (£(f(x, ))),
5, = fn(xo +50)_fn(x0) - (f(xo))f (xo):f (xl)f (xo)
IO ENIVAVICACIED)INNPIRLEN, o 7 LD S WpR
n n |izo 1 <o
N 1 5}1 n—1
A, /1=lgg%{zlnf'(x1)}
:llnf"(x0+50)—f"(x0) —
7 S, A > 0 -reiskia chaosq
| o\ A < O - atitinka stabily rimties taskq,
- ; In (f ) (XO) arba periodinjl!ciqu !




Paprasti matematiniai chaoso modeliai (VIlII)

« Pademonstruosime Liapunovo rodikliy skaiCiavimo metodikg konkrecCiu
pavyzdziu. ApskaiCiuosime pjiklo danties atvaizdo Liapunovo rodiklj.

0 1/2 1

A > 0] - tai patvirtina chaoso egzistavimq pjitklo danties atvaizde!




Paprasti matematiniai chaoso modeliai (IX)
Antros eilés atvaizdai

« Nors pirmos eilés atvaizdai ir paaiskina chaoso atsiradimo priezastis, taciau jie turi
vieng trikuma — visi pirmos eilés chaotiniai atvaizdai yra negrjztami laike (non-
Invertable). Tai reiSkia, kad i$ pradiniy sglygy nejmanoma vienareikSmiai apskaiciuoti
sistemos busenas | praeitj, nors | ateitj sistemos blsenos nustatomos vienareikSmiai.

» Realiy fiziniy sistemy modeliai turi bati grjztami laike (invertable), t.y. iS pradiniy
salygy turéty buti galima vienareikSmiai apskaicCiuoti ne tik ateitj, bet ir praeit;.
PaprascCiausius grjztamus laike chaotinius modelius galima sukonstruoti pasitelkus
antros eilés atvaizdus. Toliau panagrinésime du konservatyvius antros eilés atvaizdus,
t.y. atvaizdus kuriy fazinis tdris (tiksliau plotas) nekinta. Priminsiu, kad batent tokio tipo
yra Cirikovo ir Zaslavskio atvaizdas, kuris modeliuoja periodiSkai smigiuojamo
rotoriaus uzdavin;.

Antros eilés atvaizdai suteikia gerg geometrinj fazinés erdvés transformacijos vaizda.
IS jy analizés galima geriau suprasti:

* kas saglygoja nepaprasta jautruma pradinéms sglygoms?

* kaip gali artimos trajektorijos eksponentiskai tolti viena nuo kitos ir pasilikti
ribotoje fazinés erdvés dalyje?



Paprasti matematiniai chaoso modeliai (X)

Pagrindinis chaotinio elgesio susidarymo mechanizmas yra salygotas
pakartotiniu fazinio tiario TAMPYMU ir LANKSTYMU.

— " = =

Dinaminéje sistemoje chaotinis elgesys atsiranda tuomet, kai fazinis tdris yra iStem-
piamas viena kryptimi ir sulenkiamas kita kryptimi (animacija Lorenzo sistemai).

 TipiSkg chaotinés sistemos fazinio tario evoliucijg galima pailiustruoti teSlos
pyragaiciui paruosSimo procedura

lyginimas ir tempimas
teSla | >

operacijos \ lankstymas
kartojimas @

Kartojat Sias operacijas gausime vieng j kitg jdéty pasagy aibe. Siame procese
akivaizdziai matome jautrumg pradinéms sglygoms. Tarkime, kad mes pradzioje
nuspalviname mazg teslos dalj maisto dazais. Tai atitinka artimy pradiniy sglygy
pasirinkimg. Tuomet po daugelio iteracijy tie dazai tolygiai iSsimaiSys po visg tesla.




Paprasti matematiniai chaoso modeliai (XI)

Kepéjo atvaizdas (baker s map)

» Operacijas, panasias | tas, kurios buvo atliekamos su tesla, galima uzrasyti
paprastu matematiniu modeliu — antrosios eilés atvaizdu (vadinamu kepéjo atvaizdu):

2 /2 ai 0 < 172
(.X'HH, yn+1): B(_xn) yn) {( X Va )9 ar O < X, < /

(2x, -1, (y, +1)/2), kail/2<x, <1

kartojimas b

0 X 1
@suspaudimas ir iStempimas

1/2 o o
6 £ perpjovimas pusiau ir

graZinimas j kvadratqg
0 2

Kadangi fazinis plotas du kartus istempimas X kryptimi ir du kartus suspaudziamas
y kryptimi, o po to perpjaunamas pusiau ir grazinamas j kvadrata, tai akivaizdu, kad
po Siy operacijy fazinis plotas nepakinta.




Paprasti matematiniai chaoso modeliai (XII)

+ Tai, kad kepéjo atvaizdo fazinis plotas nekinta galima jsitikinti ir formaliai
matematiSkai. Dél to pakanka apskaicCiuoti kintamuyjy transformacijos jakobiana.

Nesunku jsitikinti, kad jis lygus vienetui:
2 0
= |det
0 1/2

. t[an Jox OB, /ayJ
€
0B, /ox 0B, /oy

* Nesunku jsitikinti, kad atvirkstine kepejo atvaizdo transformacija yra
vienareiksmeé. Ji gaunama atliekant aprasytas operacijas atvirkstine tvarka.
Formaliai matematiskai atvirkstiné transformacija uzraSoma taip:

(%, /2, 27,0 ) kai 0< y, <1/2

((xn+l +1)/2?2yn+l -1 )3 kal 1/2 iyn <1

J =

(‘xnﬁ yn):B_l(an? yn+1)E

» Taigi kepéjo atvaizdas tenkina pagrindines realiy fizikiniy hamiltoniniy
sistemy savybes — jis vienareiksmiai definuoja sistemos evoliucija j ateitj ir
praeitj ir nekeicia fazinio tirio.

- Sio atvaizdo chaotinis elgesys yra apsprestas fazinio ploto tempimu X kryptimi.
Jeigu pasirinksime du artimus taskus X kryptimi, tai kiekvienos iteracijos metu
atstumas tarp jy dvigubai didés. Tai atitinka teigiama Liapunovo rodiklj:

= => — —
L‘S’I) LZ—S(:T L4—80’T ﬂ+—hl2




Paprasti matematiniai chaoso modeliai (XIlII)

+ Kepéjo atvaizdo fazinis taris nekinta dél to, kad tempimas X kryptimi yra

kompensuojamas suspaudimu Yy kryptimi. Jeigu pasirinksime du artimus taskus y
kryptimi, tai kiekvienos iteracijos metu atstumas tarp jy dvigubai mazés. Tai atitinka
neigiama Liapunovo rodiklj:

1 1
5| = 580 =) ZSOI: => |1 =Inl/2=-In2

Teigiamo ir neigiamo Liapunovo rodikliy suma lygi nulivi: A, + 4. =0 - tai atspindi
tg faktg, kad sistemos fazinis tlris nekinta.

 Taigi kepéjo atvaizdas atitinka chaotine hamiltonine sistemg su vienareikSme
griztama dinamika. Mes pritaikysime Siam atvaizdui BBKGY grandinélés metodg ir
iSvesime Boltzmano kinetinés lygties analoga, kuriai galioja H-teorema, t.y. kuri
apraso negrjztama dinamika. Siame iSvedime nenaudosime jokiy tikimybés teorijos
prielaidy. Mes remsimes tik sistemos dinamikos désniais ir gausime grieztai tikslig
Boltzmano kinetine lygtj. Sis modelis yra $auni iliustracija to, kaip grieztai
deterministinéje sistemoje su grjztama mikroskopine dinamika atsiranda
makroskopinis negrjztamumas.



Paprasti matematiniai chaoso modeliai (XIV)

Modeliné Boltzmano kinetiné lygtis

« Uzrasysime kepegjo atvaizdui Liouvilio lygtj. Tarkime, kad turime daug vienody
sistemy (Gibso ansamblj), apraSomy kepegjo atvaizdu. Ty sistemy pradinés sglygqs
yra skirtingos. Pazymékime ansamblio tankio funkcijg po n-tos iteracijos A, ?x,y :
Kiekvienas ansamblio narys evoliucionuoja pagal kepegjo atvaizdo lygtis ir tankio
funkcijai turi galioti tolydumo lygtis, kuri ir yra Liouvilio lygtis:

1 1
p(x.y)=[ay[axs(x—B (x.»)o(y-B,(x.3)o,.(x.3)=p,, (B (x.7))
0 0

(v )= Pu(X/2,2), kai 0<y <1/2
P (ke +1)2.29-1), kailj2<y<]

=)

Si Liouvilio lygtis yra analogiska Liouvilio lygg&iai, kurig raséme N sgveikaujanciy
daleliy sistemai. Tik dabar vietoje 6N- matés koordinaciy ir impulsy erdvés turime
dvimate kintamuyjy (X, y) erdve. Aisku Si lygtis neturi nieko bendro su realiu
daugiadaleliu fiziniu uzdaviniu. Cia kalbame tik apie formalig matematine analogija.



Paprasti matematiniai chaoso modeliai (XV)

« Boltzmano lygtis yra viendalelés tankio funkcijos lygtis. Viendalelé tankio funkcija
gaunama suintegravus N-dalele funkcijg pagal visy daleliy kintamuosius, iSskyrus
vienos dalelés kmtamuosms zr skyriy apie Boltzmano kinetines lygties pagrindimag):

jdz dZNp ,N,z‘)

Kitaip tariant, Boltzmano Iygtls atitinka lygtj N-dalelés funkcijos projekcijai j vienos
dalelés kintamuyjy fazine erdve.

» Analogiskai, kepegjo atvaizdo Boltzmano lygtimi vadinsime lygtj 2, (x,y) funkcijos
projekcijai j X asj, t.y. lygtj ,viendalelei” funkcijai:

= jdypn (x.7)

. 0
« Siai funkcijai nesunku iSvesti tikslig dinamine lygt;:

1 1/2 ' 1 +1
=[dvp,(x.y)= | dyﬂnlgly} [dv,. 1[% 2y~ 1}
0 0 1/2
1 | X 1 | x+1
— d { e { = d {
2'([ ypn—l(zﬁy)—l_z'([ ypn—l( 2 Dyj

) % { ‘ @M(%lﬂ



Paprasti matematiniai chaoso modeliai (XVI)
 Taigi funkcijos P, (x,y) X-projekcijai gauname tokig modeline Boltzmano kinetine

lygt] 1 1
%)= E[fn_{g] + S [%ﬂ

Cia n yra diskretinis laikas. Nesunku patikrinti, kad pusiausvyrinis (stacionarus,
£.(x)=f._(x)= f°(x) ) sios lygties sprendinys yra f(x)=1 .

« Dabar jrodysime Siai lyg€iai Boltzmano H-teoremg. Panaudojame klasikinj H
funkcijos apibrézima:

H, = [dsf, (x)inl, (+)]

Apskaiciuojame Sios funkcijos verte n+1 laiko momentu:

el A (5]

Funkcija po integralu yra pavidalo
F(la+b)/2), F(s)=slns

Cia: a=f(x/2),b=f.((x+1)/2),s=(a+b)/2

IS Sios funkcijos grafiko iSplaukia, kad

[F(a)+F(b)|/2> F((a+b)/2)




Paprasti matematiniai chaoso modeliai (XVII)

» Pastaroji nelygybé geometriSkai reiskia tai, kad tiesi linija jungianti du funkcijos F(s)
taSkus yra virs Sios funkcijos. IS Sios nelygybés iSplaukia H-teorema:

AT ]
_ jdxf Vn[ £, (x jdxf )inlf,(x)]=H,

) [H4,.<H,

Taigi grieztai jrodéme, kad grjZztamos laike chaotinés sistemos Liouvilio
funkcijos projekcija negrjztamai artéja prie pusiausvyrinio pasiskirstymo.

» Atkreipkime démesj j tai, kad Liouvilio lygtis visy dinaminiy kintamujy funkcijai

P, (x, y) yra ekvivalenti kepéjo atvaizdui ir todél yra grjztama. Negrjztamumas
atsiranda, kai pereiname prie sistemos apraSymo su mazesniu kintamuyjy skaiCiumi,
t.y., kai pereiname nuo funkcijos o, (x,y) prie f (x)= depn (x,y). Kitaip tariant,
negriztamumas atsiranda dél aprasymo uzgrubinimo. Mes atsisakome nuo aprasymo
su visais dinaminiais kintamaisiais — tikslig Liouvilio lygtj mes suvidurkiname pagal
vieng i$ kintamujy. Sig procediirg galima jvardinti kaip peréjimg nuo mikroskopinio
prie makroskopinio aprasymo.



Paprasti matematiniai chaoso modeliai (XVIII)
 Artéjimas prie pusiausvyros - konkretus pavyzdys:

1
>
po(xay) pl(xay) pZ(X,y) p3(x,y)
. L 1 ——
0 X 1
Funkcijos p, (x,y) x —projekcija ( f, (x) = jdypn (x, y) ):
| k) filx) f(x) fi(x)
0 x 1
Funkcijos p, (x,y) y —projekcija (g, (y) = .[dypn (x, y) ):
> 2 & () &:0) o) |
] | |




Paprasti matematiniai chaoso modeliai (XIX)

« Matome, kad X-projekcija fn(X) (fazinio tario tempimo kryptimi) greitai pasiekia
pusiausvyrg ir toliau nekinta, tuo tarpu y-projekcija gn(y) (fazinio tdrio suspaudimo
kryptimi) po daugelio iteracijy pusiausvyros nepasiekia ir lieka labai iSraizyta. Tai
reiSkia, kad rasant kinetine lygtj reikia teisingai pasirinkti dinaminius kintamuosius.
Liouvilio lygtj reikia vidurkinti pagal stabilig kryptj (Y-kintamajj) o kinetinéje lygtyje
reikia palikti priklausomybe nuo nestabiliojo kintamojo (X-kintamojo).

« Pazymeésime dar vieng labai svarbig sio modelio savybe, budingg ir realioms
fizinéms sistemoms. Mes grieztai jrodéme, kad Kepéjo atvaizdas yra negrjztamas
makroskopiniame lygyije, t.y. projekcijai f,(X). Tagiau skaitmenidkai galima jsitikinti,
kad Sis atvaizdas praktiskai negriztamas ir mikroskopiniame lygyje, t.y. netgi
jeigu tirsime pilnos tankio funkcijos pn(X,y) griztamuma visy dinaminiy kintamuyjy
(X,y) fazingje erdvéje.

- Deél to pasirenkame pradinius tagkus atsitiktinai iSmétytus mazame (X,y)
plokStumos kvadrate. Iteruodami juos pagal tiesiogine kepéjo atvaizdo transformacijg
pastebésime, kad po kokiy 10 iteracijy jie tolygiai iSsisklaido po visg fazine
plokStumag. Jeigu dabar iteruosime tuos taskus atvirkstine transformacija, tai
pastebésime tasky sugrjzimg | pradinj mazg kvadratg. TacCiau jeigu padarysime Siek
tiek daugiau iteracijy j priekj, tarkime 30, tai sugrjzimo atgal negausime (animacija).



Paprasti matematiniai chaoso modeliai (XX)

 AiSku, kad Sis negrjztamumas sglygotas kompiuterio paklaidomis. Taciau tos
paklaidos yra labai mazos — 1015 eilés. Todél galime kalbéti apie praktinj
mikroskopinj negrjztamuma, nes realiose sistemose uztikrinti absoliuty
konservatyvumg nejmanoma. Visuomet egzistuoja mazi iSoriniai trikdziai, kurie
sugadina sistemos konservatyvumg ir padaro jg mikroskopiskai negrjztama.

» Kokia yra matematiné praktinio negrjztamumo priezastis? Mes matéeme, kad
kepéjo atvaizdas charakterizuojamas dviem Liapunovo rodikliais —teigiamu ir
neigiamu. Teigiamas rodiklis apibldina sistemos nestabilumag — dvi artimos
trajektorijos eksponentiskai diverguoja. Atvirkstinis kepéjo atvaizdas apraso
apgreztg laike dinamika, todél jis turi tuos pacius Liapunovo rodiklius kaip ir
tiesioginis tik su prieSingais zenklais. Apgreztame atvaizde x kryptimi fazinis taris
suspaudziamas o y kryptimi — iStempiamas. Todél atvirkstiniam atvaizdui taip pat
budingas nestabilumas — dvi jo artimos trajektorijos taip pat eksponentiskai
diverguoja. Buatent Sis nestabilumas lemia praktinj mikroskopinj negrjztamuma.
Nedidelés (kompiuterinés) paklaidos eksponentisSkai greitai uzauga ir sistema
negrjzta | pradine blsena.

» Taigi praktinio negrjztamumo priezastis yra sistemos jautrumas pradinéms
sglygoms — drugelio efektas. Eksponentinis jautrumas pradinéms sglygoms yra
pagrindinis chaoso pozymis. Tad galima teigti, jog praktinis mikroskopinis
negrjztamumas yra sglygotas chaosu.



Paprasti matematiniai chaoso modeliai (XXI)

Arnoldo katino atvaizdas

« Pademonstruosime aprasyty rezultaty universalumg dar vienu antros eilés
konservatyviu atvaizdu — Arnoldo katino atvaizdu:

x 2 1\(x - Sio atvaizdo Liapunovo rodikliai yra:
L n—1

y L1\
;t+=1n3+2*6, A =ln#

- Sis atvaizdas yra jdomus tuo, kad &ia
fazinio ploto tempimo ir suspaudimo
Kryptis nesutampa su X ir y asiy kryptimis.

* Atvirkstiné Sio atvaizdo transformacija

| % / yra tokia:




Paprasti matematiniai chaoso modeliai (XXII)

« Arnoldo katino atvaizdo animacija:




Paprasti matematiniai chaoso modeliai (XXIII)
- Sis atvaizdas taip pat pasizymi praktiniu mikroskopiniu negrjztamumu (animacija):

1
_ plry)
-~ Po (x,y) |
| |
0 X 1

« Dabar x ir y aSys nesutampa su fazinio ttrio tempimo ir suspaudimo kryptimis, jis
tempiamas ir suspaudziamas kampu atzvilgiu Siy asiy. Vis délto tankio funkcijos
pn(x,y) projekcijos j x iry asis — f, (\x) ir g (¥) — konverguoja prie pusiausvyros
Zzymiai greicCiau, negu pusiausvyrg pasiekia pati tankio funkcija 2,\X, ).

10
n=0 {
A £,(0)= [ dvp, (x.)
\x{: n=1




Paprasti matematiniai chaoso modeliai (XXIV)
» Taigi projekcijos pasiekia pusiausvyrg Zymiai anksciau, neqgu jvyksta faziniy
tasky issimaisymas po visg fazine erdve. Charakteringas laikas, per kurj
pusiausvyra yra pasiekiama, yra lygus atvirkstiniam teigiamam Liapunovo
rodikliui. Tas laikas beveik nepriklauso nuo to kuria kryptimi skaiCiuojama tankio
funkcijos projekcija, svarbu kad ta projekcija nesutapty su fazinio tario suspaudimo
kryptimi (stabilia kryptimi).

» Projekcijy fn(x) ir £, (J’) artejimg prie pusiausvyros dar galima pademonstruoti
atitinkamy entropijy funkcijy (H-funkcijy) dinamika:

2 |
. 1
1 HY) = | axf,(x)in £, (x)
' € _ [
AU H = [ dvg,(y)ng,(y)
° T | | : | n
0 1 2 3 4 5




Paprasti matematiniai chaoso modeliai (XXV)
» Taigi matome, kad negrjztamg elgesj galime gauti grieztai deterministingje
dinaminéje sistemoje, jeigu pereiname prie jos uzgrubinto aprasymo — vietoje
pilnos tankio funkcijos, apibréztos visy kintamuyjy fazinéje erdveéje, naudojame jos
projekcijg, t.y. vidurkiname jg pagal tam tikrg dalj dinaminiy kintamujy.

« Bdtina negrjztamo dinaminiy sistemy elgesio sglyga yra chaosas — eksponentinis
artimy trajektorijy prasiskyrimas. Belieka tik aptarti, kaip atsiranda chaosas dujy
modelyje. Chaosas dujose atsiranda dél molekuliy diziy. PasiziGrékime kaip
elgiasi dvi artimos trajektorijos, kai dalelé atsispindi nuo iSbarstyty erdvéje sfery:

* Nesunku jsitikinti, kad Cia dvi artimos
trajektorijos prasiskiria eksponentiskai
greitai, tad molekuliy judéjimas yra
chaotinis. Todel galima tikétis, kad Siame
skyriuje pateikti paprasti dinaminio chaoso
modeliai bent filosofiSkai paaiskina
negrjztamumo priezastis realiose dujose.
(animacija)




