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Jvadas (l)

- Siame skyriuje nagrinésime mikroskopine isretinty dujy teorija, kai sistema yra
arti termodinaminés pusiausvyros. Mes tarsime, kad iSoriniai laukai yra mazi ir
létai kinta laike. Tuomet galima teigti, kad bet kurioje mazoje erdvés srityje
sistema yra termodinaminéje pusiausvyroje (vietinéje pusiausvyroje) ir jos
buseng galima charakterizuoti termodinaminiais kintamaisiais. TaCiau Siy
termodinaminiy kintamuyjy vertés yra skirtingos skirtinguose erdvés taskuose.

» Nepusiausvyrinés sistemos sugrjzimas j termodinaminés pusiausvyros blseng yra
sglygotas tarpmolekuliniy duziy ir paprastai vyksta dviem (arba daugiau) etapais.
Kintamieji, kurie kinta tarpmolekulinio dizio metu greitai (per keletg diziy) pasiekia
pusiausvyrg, o kintamieji kurie nekinta dtzio metu (ddziy invariantai arba tvarieji
dydziai) ilgesnj laikg lieka nepusiausvyrinéje blsenoje. Todél po trumpo pereinamo
proceso nepusiausvyrine biseng galima aprasyti kintamaisiais, kurie nekinta
tarpmolekuliniy diziy metu. Dinaminés lygtys aprasancios tvariyjy dydziy (invarianty)
tankius vadinamos hidrodinaminémis lygtimis.

* Nekintantys diziy metu dydziai (tvarieji dydziai) yra pilnas daleliy skaicCius, pilnas
iImpulsas ir pilnoji energija. Jeigu Siy dydziy tankiai nehomogeniskai pasiskirste
erdveéje, tai turi egzistuoti ty dydziy srautai, perneSantys tuos dydzius isS vienos sistemos
dalies | kitg, nes ilgainiui sistema turi pasiekti termodinamine pusiausvyrg. Charakteringi
laikai, per kuriuos sistema pasiekia termodinamine pusiausvyrg apibtdinami

vadinamaisiais pernasos koeficientais (transport coefficients).



Jvadas (Il)
« Kai nuokrypiai nuo pusiausvyros mazi, tai tiriamy dydziy srautai proporcingi
atitinkamy dydziy gradientams, kurie tuos srautus sukeélé. PernaSos koeficientais
vadinami Sio proporcingumo rysio konstantos, t.y.

Tvaraus dydZio PERNASOS Tvaraus dydZio
tankio SRAUTAS KOEFICIENTAS tankio GRADIENTAS

[
X

Pavyzdys (Fiko désnis): j, = _Dé_n

* Pernasos teorijos tikslas yra isvesti hidrodinamines lygtis ir apskaiciuoti
pernasos koeficientus, t.y. iSreiksti juos per mikroskopinius dujy parametrus.

Intuityviam pernasos reiskiniy supratimui, mes pradzioje pateiksime elementarig
pernasos teorijg. Remiantis paprasta vidutinio laisvo lékio kelio samprata mes iSvesime
savidifuzijos, klampos ir Siluminio laidumo koeficienty formules.

- Tikslesné pernasos reiskiniy teorija remiasi Boltzmano kinetine lygtimi. Si lygtis
iSvedama iS pirmyjy principy, t.y. remiantis mikroskopinémis daleliy judéjimo lygtimis,
kurios yra apgreziamos laike. TaCiau pati Boltzmano lygtis yra neapgreziama laike. IS

jos iSplaukia entropijos didéjimo désnis (Boltzmano H — teorema), kuris nusako
sistemos artéjimg prie pusiausvyros.

* Panaudodami Boltzmano kinetine lygtj, mes iSvesime hidrodinamines lygtis, aprasan-
Cias tvariyjy dydziy dinamika, ir pakartotinai aptarsime pernasos koeficienty iSvedima.



Elementari pernasos teorija (I)

« Elementari pernasos teorija grindziama paprasta laisvo Iékio kelio samprata ir
remiasi tikimybiy teorijos argumentais. Jos rezultatai visiSkai nepriklauso nuo
tarpdalelinés sgveikos tipo. Daroma vienintelé prielaida, kad vidutinis atstumas tarp
daleliy yra zymiai didesnis uz charakteringg tarpmolekulinés sgveikos atstuma.

Maksvelo-Boltzmano skirstinys

* Tarkime, kad tlryje V yra isretintos dujos sudarytos iS N daleliy. Tegul dujos yra
pusiausvyroje ir daleliy kinetiné energija yra zymiai didesné uz daleliy tarpusavio
sgveikos energijg. Tuomet iS pusiausvyrinés statistinés fizikos zinome, kad tikimybé
surasti sistemg fazinés erdveés taske (ﬁN,(}’N)E (Dys Paseves PrysGrsGase-ry)

nusakoma Gibso tankio funkcija (kanoninis skirstinys)
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Elementari pernasos teorija (ll)

 Tikimybés tankis p(ff)l), kad 1 —os dalelés impulsas yra p,surandamas integruo-
jant Gibso paskirstymo funkcijg pagal visy daleliy koordinates dg, x---xdq, ir
pagal impulsus dp, x---xdp, :

pl J- I dp % dg, x- XdQNp(#N:é.N)_[iJ exp( ﬂle

27mm 2m

v

* |S Cia galima nesunkiai uzrasyti tikybés tank;F(vl) kad 1 dalelés greitis yra V,

)

Si funkcija normuota j vieneta, kai integruojama pagal v, . Kartais dar reikia Zinoti
tikimybes tankio funkcijg £ (v, ), kad dalelés greigio modulis yra v, = |v1‘

)=t )= | 2o e - 22

— mp " ﬂmvlz — Maksvelo-Boltzmano
F(vl)z — | exp|—

2T 2 skirstinys

2



Elementari pernasos teorija (llI)

Vidutinis laisvo lekio kelias

 Vidutinis laisvo lékio kelias yra vidutinis kelias, kurj dalelé nueina tarp dviejy
gretimy susiddrimy. Mes tariame, kad dujose duziai yra atsitiktiniai. Musy tikslas
yra surasti tikimybe, kad dalelé nueis atstuma r be duziy.

« Kadangi susiddrimai yra atsitiktiniai, dalelé turi vienodus Sansus susidurti bet
kurioje vietoje. Pazymékime
1/ — vidutinis susidirimy skaicius, kurj dalelé patiria vienetinio ilgio intervale
Po(r) —tikimybé, kad intervale [O,r ] dalelé nepatirs né vieno susidarimo.
Tuomet
dr /A — tikimybé, kad dalelé susidurs intervale dr
(1-dr /A) — tikimybé, kad dalelé nesusidurs intervale dr

Po(r+dr) = Py(r )(1-dr /A) — tikimybé, kad dalelé nesusidurs intervale [0,r+dr]

SR0)=— ) = [Bl)=c7] - (=] R =2

Vidutinis laisvo lékio kelias




Elementari pernasos teorija (V)
Susididrimy daznis
» Tarkime, kad dujos sudarytos iS dviejy rusiy daleliy Air B. Tegul daleliy A masé
m, , diametras d,, ir tankis n,, o daleliy B mase mg, diametras dg, ir tankis ng.

Dalelés atsitiktinai pasiskirsCiusios erdvéje, o jy greiCiy pasiskirstymas tenkina

Maksvelo-Boltzmano skirstinio désnj. Musy tikslas yra nustatyti vidutinj daleliy A
ir B susiddrimy daznj.

_dy+dy

d,,= 5 — daleliy A ir B sgveikos sferos spindulys

Vidutinis reliatyvus daleliy A ir B greitis:

()5 = [, | ¥, F (3, )F (5, }o, =7

Sj greitj lengviau apskaigiuoti peréjus prie masiy centro koordinadiy sistemos:

m,v,+m,v _
vy =—244 88 _ dqaleliy Air B masiy centro greitis
m, +nig

— —_

V.=V, =V, — reliatyvus daleliy A ir B greitis



Elementari pernasos teorija (V)

* Nesunku patikrinti, kad transformacijos (‘7,49‘73)—> (ﬁr,ﬁmc) jakobianas lygus 1.
Todél skaiciuojant vidutinj reliatyvy greity integravimag pagal (ﬁA,ij)galime pakeisti
integravimu pagal (17 1%

3 3
_( BM 4 2 By V1 TAE B 2 2
<vr>AB _ [ 272_ 272' Idvrjdec vr eXp _ E(MABVmc + ﬂABvr )
1/2 Mg = M — daleliy A ir B redukuota masé
‘ <v > :(SkBTJ m, +ng
'l AB
TTH 45 M, =m,+my; —daleliy Air B pilna masé

« Tarkime, kad dalelés B nejuda, o dalelés A juda reliatyviu
greiciu <Vr>,43 . Tuomet per vieng sekunde dalele A
vidutiniskai patirs tiek duaziy kiek yra B daleliy pavaizduotame
cilindre, t.y. vidutinis dalelés A susidiirimo daznis su B
dalelémis yra.

dAB

<v" >AB

,D0ziy“ cilindras fag =np7 dfw <Vr>AB = nb’ﬂ'dflb’[




Elementari pernasos teorija (VI)

» Pilnas daleliy A ir B susidiirimy skaicius vieneto tiryje per vieng sekunde:

1/2
8kBT]
TH 4

Jeigu dalelés identiskos, tai Sig formule reikia padalinti iS 2, nes joje kiekviena
dalelé jskaitoma du kartus

1/2
1 1 16k,T
Vs :Enjzdii(vr)M :Enfﬂdiq( ji‘: ]
A

_ _ 2 _ p
Vg =Wy ap =107 d gy <Vr >AB = n, g7t dAB(

« |dentiSkoms daleléms vidutinis laisvo Iékio kelias A gaunamas, vidutinj dalelés
greit] <v> padalinus i$ vidutinio vienos dalelés susiddrimo daznio f,, :
) ) 1
A = (v)r = > = S
”A”dAA<Vr>AA ﬁnAirdAA

Jaa
Cia r=1/f,, yra vidutinis laisvo lékio laikas. Mes panaudojome paprastg sarys$j
tarp vidutinio <v> ir vidutinio reliatyvaus <vr>AAgreiéiq:

5 1/2 .
)= [ )| = L jdvexp[‘ﬁ . ]17 - [i"mT j S %AA




Elementari pernasos teorija (VII)

Savidifuzija (Self-diffusion)

» Remiantis elementaria pernasos teorija iSvesime savidifuzijos koeficiento D
iISraiSkg. Nagrinésime dujas sudarytas is identisky daleliy, taCiau tarsime, kad
nedidelé daleliy dalis yra pazyméta kokiu nors zymekliu, kuris nekeicCia
dalelés fiziniy savybiy, pavyzdziui, dalis daleliy yra radioaktyvios. Teoriniuose
samprotavimuose mes tiesiog tarsime, kad pazymétos dalelés yra kitos
spalvos (raudonos).

 Jeigu pradiniu momentu pazymety daleliy pasiskirstymas yra netolygus, tai del
difuzijos pazymétos dalelés turés artéti prie homogeninio pasiskirstymo.
Charakteringas Sio artéjimo laikas apsprestas savidifuzijos koeficientu D. Misy
tikslas nustatyti Sio koeficiento iSraiSka.

f Prielaidos:
¢ o .' o’ o n = const(z) — pilna daleliy koncentracija
=0 ‘e % e nepriklauso nuo z
° v % 4 Np = Np(2) — pazyméty (raudony) daleliy
et %, koncentracija priklauso nuo z .

np (z) << n - pazyméty daleliy yra nedaug.



Elementari pernasos teorija (V)

Z « Surasime pazyméty daleliy skaiciy, kurlos per vie-
$ nag sekunde susiduria tarelyje dV = r’drsin @dOd ¢
dV ir be di0ziy pasiekia plotelj dS ties z=0.

ds §  Mes tariame, kad susiddrusiy tarelyje dV daleliy
' judéjimo kryptys yra atsitiktinés (vienoda tikimybe
y juda bet kuria kryptimi).

« Tikimybé, kad susiddrusi dalelé pasieks plotelj dS
X yra e "* (tikimybé kad ji nesusidurs atstume r).

fin, (z)dV = @np(z)dV — vidutinis pazymeéty daleliy skaicius, kurios per
vieng sekunde susiduria tarelyje dV.
f — vienos dalelés susidirimy daznis.

dQ  dS|cos o)

— santykiné susidurusiy daleliy dalis judanciy plotelio dS kryptimi.
4z dzr dQ — erdvinis kampas, iSeinantis i$ centrinio dV tarelio tasko
ir gaubiantis plotelj dS.

dn, (;7) _ [(v)np (Z)dV J( dS‘COS 9‘ ]e"/ﬂ — vidutinis pazyméty daleliy skaidius, kurios

A A v’ per vieng sekunde susiduria tarelyje dV ir
pasiekia plotelj dS be papildomy susidarimy.




Elementari pernasos teorija (1X)

» Pilnas pazyméty daleliy skaicius, i$ virSaus (z>0) per vieng sekunde pasiekusiy
vienetinj plotg plokstumoje z=0, gaunamas integruojant pagal visg turj z>0:

-r/A

00 7/2 2

- 1% : e

N, = ) Irzdr Ism@d@jdgb n,(z)cos 0=
A A+, g g r

» Analogiskai galima apskaiciuoti daleliy skaiciy, pasiekusiy plokstumg z=0 i$

apacios z<0. Dél to virSutingje formuléje reikia |cos 6| pakeistij —cos@ ir

integravimg pagal € atlikti réZiuose @ = [7[/2, 7[]

e—}’/)b

N_= i Trzdrisin@)d@zfdgénp(z)cos@

- = 2
47[10 )2 0

r

» Pilnas pazymeéty daleliy skaiCius pernesty per plokstumos z=0 ploto vienetg i$S
virsutinés srities | apatine per vieng sekunde yra:

e—r/)u

2
r

(N+ = N_): 4<;;>1 ]grzdri sin@d@)zfd¢ n,(z)cos @
0 0 0



Elementari pernasos teorija (X)

« Jeigu pazyméty daleliy koncentracijos pokyciai z kryptimi yra nedideli, tai np(z)
galima isskleisti Teiloro eilute ties z=0:

np(z):np(o)”[a”fa ]+2 [52’% ]0+

0z Oz*

Kadangi np(z) yra létai kintanti z funkcija ir (N+ — N_) integralo iSraiskoje yra
daugiklis e* tik mazos z vertés ( z= A )duosindéljjintegralg. Todél ny(z)
skleidime galime apsiriboti keliais pirmais nariais. Cia apsiribojame trim nariais.

* Nesunku jsitikinti, kad pirmo ir treCio np(z) nario indélis j (N+ —N_) integralg
lygus nuliui. Indélj duoda tik antras skleidimo narys:

0 V4 27
(N, -N )= 42’2[5;1) jogrzdr!;sin@d@{dgézcosﬁe

—r/A

2
r

— <v> [Gn})] ]ge"/’irdri sin ® cos” O dO = <V>i [6}113]
22\ 0z )y, . 3 \ oz ),



Elementari pernasos teorija (XI)

» Taigi mes gavome, kad pazyméty daleliy srautas, kertancCiy vienetinj plotg per
vieng sekunde teigiama z kryptimi yra

D 81’2},(2), D <V>ﬂ~
oz 3

jD(Z):_

Cia D yra savidifuzijos koeficientas (self-diffusion coefficient).

« Pazymétoms daleléms galioja tolydumo lygtis ir todél np(z,t) tenkina difuzijos lygt;:

on, __%_Dc?znp

ot oz oz’

Sios formulés gautos i$ labai paprasty prielaidy, taciau jos gerai kokybiskai
apraso isretinty dujy eksperimentinius rezultatus.

» Toliau mes panagrinésime dar du pernasos koeficientus — klampos ir Siluminio
laidumo. Mes parodysime, kad visus pernasos koeficientus galima gauti remiantis
paprastais bendrais samprotavimais.



Elementari pernasos teorija (XII)

Klampos ir siluminio laidumo koeficientai

v

v

<v,> =<V, (2)>

T=T(2)

 Jeigu skirtingi dujy (arba skyscio) sluoksniai juda
skirtingais greiCiais, tai ,trintis* (klampa) tarp
skirtingy sluoksniy suvienodins daleliy greicius ir
sistema pasieks termodinamine pusiausvyra. Siuo
atveju perneSamas vidutinis greitis(impulsas). Jo
pernesimo intensyvumas charakterizuojamas

klampos koeficientu n
8<vy(z)>

Sy ===k

 Jeigu skirtingi dujy (arba skyscio) sluoksniai turi
skirtingg kinetine energijg (temperatirg), tai del
kinetinés energijos pernasos vidutiné kinetiné
energija issilygins ir sistema pasieks
termodinamine pusiausvyrg. Temperatiros
pernasos greitis charakterizuojamas siluminio
laidumo koeficientu K

. daTl
Jo =~ E



Elementari pernasos teorija (XIlI)

 Visiems pernasos reiskiniams galima taikyti
vieningg teorijg. Tarkime, kad dydis A=A(2),
Az, chara.lit.eriz.uojavr)tis tam tilft:a .molek.uliq San{be,
— Il Kinta iSilgai z asies. Nubrézkime dujose plokStumag

0 Q 1 Az, z=7,. Kai dalelé kerta $ig plok$tuma, ji pernesa verte

Y A(2), igyta paskutinio susidarimo metu, ir perduoda ja
kitai daleliai sekancCio susidirimo metu.

« Tariame, kad atstumai Az, ir Az, proporcingi vidutiniam laisvo Iékio keliui A:
Az, =a A, Az,=a,A
Vidutinis daleliy skaiCius, kertantis vienetinj plokStumos z=z, plotg per vieng sekunde,

yra n<V> . Todél dydzio A pernestas kiekis per vieng sekunde teigiama z kryptimi

s n<v>[A(zo — Az, ) — A(zo + Az, )] = —(a1 +a, )n(v)ﬂ Z—j

Tai reiSkia, kad dydzio A srautas teigiama z kryptimi yra:

J (Z) = —bn<v>/1 Z’—j (b=a, +a,)

Toliau tarsime, kad proporcingumo konstanta b yra vienoda visiems perneSamiems
dydziams. Jos verte galima nustatyti iS jau iSspesto savidifuzijos uzdavinio.



Elementari pernasos teorija (XIV)

« Savidifuzijos atveju perneSamas dydis yra santykiné pazyméty daleliy koncentracija

Kadangi mes | \me difuzi Z 1
adangi mes jau nustatéme difuzijos konstantg D = 3 tai b= 5

Sig konstantos b verte panaudosime nustatinéjant kity kinetiniy koeficienty reikdmes

« Klampa nusako trintj, kuri atsiranda, kai skirtingi dujy sluoksniai juda skirtingais
greiCiais. Tarkime, kad judéjimas vyksta y kryptimi, o vidutinis greitis kinta z kryptimi.
Tuomet perneSamas dydis yra impulso y komponenté:

d4 mn{v)A d <vy (Z)> d <vy (Z)>

O e e
_ l — klampos - m<v> — kai dalelés kietos sferos,
U= 3 nm<v>/1 koeficientas 3J27d?  d - sferos diametras

» Jdomu pastebéti, kad klampos koeficientas nepriklauso nuo dujy tankio n. Kai Maksve-
las gavo §j rezultatg, jis labai nustebo ir nusprendé patikrinti jj eksperimentiSkai.
Eksperimentai paliudijo, kad Si iSvada teisinga.



Elementari pernasos teorija (XV)

« Siluminio laidumo atveju perneSamas dydis yra vidutiné energija (temperatira)

A(Z):%mw(z)) :%kBT(z)

L 1 3. drl dT
Ja=do=3mAS ke =K
K = %n@ Ak | — Siluminio laidumo koeficientas

 Jdomu pastebéti, kad i$ Siy iSraiSky iSplaukia, jog Siluminio laidumo ir klampos koefi-
cienty santykis visoms dujoms yra vienodas ir nepriklauso nuo temperattros:

K A
5 — é k_B =c, L 12;_3 _____ % _________
7 2 m ——em— ?‘;:3— """"" fie|
C,, — vienetinés masés idealiy = o 0°C Z(I)OOC >T
dujy Siluminé talpa Eksperimentiniai rezultatai

 Tikslesnis pernasos koeficienty nustatymas remiasi Boltzmano kinetine lygtimi.



Boltzmano kinetiné lygtis (1)

* 1872 m. Boltzmanas (Boltzmann) iSvedé pagrindine lygtj pernasos reiSkiniams
iSretintose dujose aprasyti. Si lygtis nustato daleliy tankio f(?,\?,t) evoliucijg
koordinaciy ir greiCiy erdveéje. Lygties iSvedimas remiasi daleliy judéjimo lygtimis, ku-
rios yra invariantinés laiko apgrezimo atzvilgiu. TaCiau Boltzmano lygtis néra inva-
riantiné laiko apgrezimui. Ji nusako antrg termodinamikos désnj — entropijos augima.

Pagrindines prielaidos

« Nagrinésime dujas esancias tario V inde. Tegul molekulés masé yra m, o jy
skaiCius yra N. Mes tariame, kad, molekyliy tarpusavio sgveikg galima aprasyti
sferiSkai simetriniu potencialu ¢q;7; —;7j|j

I'y — charakteringas sgveikos atstumas (charakteringas molekulés dydis)

Tarsime, kad vidutinis atstumas tarp molekuliy yra zymiai didesnis uz
molekulés dydj (isretinty dujy prielaida):

14 .
I >>r;  arba ekvivalendiai nr,’ <<1 (n = %)

Esant Siai salygai galima nepaisyti tri-dalialiy, ketur-daleliy ir t.t. susidirimy,
nes jie yra reti palyginus su dvi-daleliais. Be to mes tarsime, kad laikas, kurj dalelés
praleidzia tarp diziy yra zymiai didesnis uz dizio trukme.



Boltzmano kinetiné lygtis (I1)

T0|ydu mo Iygtls « Nagrinésime daleliy evoliucijg 6-matéje
fazinéje erdvéje (;7-',\7). Tokia erdve vadinama

perdve. Apibrésime Sioje erdvéje daleliy tankj

‘_}’
[ J dN —- —
...d?)r.. f(f",v,t)
O o dv e  Tuomet mazame iSskirtame Sios erdveés
Vile e tarelyje d3r d3v daleliy skaidius yra:
¢ o [ () - — 3 3
e ° dN = f(F,v,t)d’rd’v
7 4 Erdvinis tankis taske 7yra n(7,t)= Id3vf(i_’", V,1)

o pilnas daleliy skai¢ius: N = J.dg’l’ W(F,f)= Id?’f’_[ d3Vf(77,17J)

 Tarelio dydj d3r d3v parinksime taip, kad i$ vienos pusés jis bity pakankamai
didelis, jog jame bty daug daleliy, o IS kitos pusés pakankamai mazas, kad
funkcija f(;?’,ﬁ,t) jo ribose kisty nezymiai.

 Daleliy skaiCius iSskirtame tarelyje kinta dél dviejy priezasciy:

!

1. Dalelés tarp susidirimy juda pagal antrg Niutono désnj, t. y.: v,
2. Dalelés patiria susidtrimus.

X4
I

~.

b

S |~

Cia F yra iSoriné jéga.



Boltzmano kinetiné lygtis (lII)

» Tankio funkcijai galima uzrasyti tolydumo lygtj (tolydumo lygtis bendruoju atveju
buvo iSvesta nagrinéjant Fokerio-Planko lygt)):

ot

gf(’ja{;at)z_gvff(F:v:t)_ivﬁf(Favat)+[@]
at m susid

Cia pirmi du desiniosios pusés nariai apraso daleliy pokytj dél judéjimo tarp
susiddrimy, o paskutinis — dél susiddrimuy.

« UzraSyta tolydumo lygtis ir yra Boltzmano kinetiné lygtis, taciau joje kol kas
neapibréztas paskutinis narys, aprasantis daleliy susidarimus. Daleliy skaiCiaus
kitimg iSskirtame tarelyje dél duziy galima suskaidyti | du narius:

[g] =-1" +1
at susid

Pirmasis narys I'_ apraso daleliy mazéjima jskirtame tarelyje, dél to kad tam tikros
dalelés susidirusios tdrelio viduje iSeina i$ iSskirto tarelio. Sj narj vadinsime iséjimo
nariu. Antrasis narys I, yra atéjimo narys. Jis nusako kiek daleliy ateina | iSskirtg
tdrelj dél susidarimy uz tarelio riby. Tiksliau kalbant, apibrézimai I'. ir I', tokie:



Boltzmano kinetiné lygtis (1V)

T Std’rd’y — susidirimy skaigius laiko intervale tarp tir 4+ 07, kuriuose viena i$
_ v e
molekuliy iki susidirimo yra tirelyje d’rd’v ties tasku (r,v)

[, 6td’rd’v — susidurimy skaicius laiko intervale tarp tirz+ 01, kuriuose viena i$
molekuliy po susidiirimo atsiduria tirelyje d°rd’v ties tagku (r v)

- Siy nariy jvertinimui reikia panagrinéti poriniy daleliy susidarimy teorijg.

Poriniai daleliy susidurimai

» Nagrinésime dviejy vienody daleliy susidtrimo uzdavin;. Tegul:

o Energijos ir impulso tvermés désniai
v,,v, —daleliy greiciai iki susidlrimo =
> 49 ViV, =V 4V,

2 (=2

Yy . N o 2 -2
V,,V, —daleliy greiciai po susidlrimo ‘V1| +‘v2’ =

« Patogu pereiti prie masiy centro koordinaciy:

= 1, . "

V= 5("1 +,) —masiy centro greitis Tvermés désniai V=V
naujiems |ii| _ |z’

u=v,—v, — reliatyvus greitis kintamiesiems




Boltzmano kinetiné lygtis (V)

« Kadangi susidirimo metu nepasikeicCia
vektoriaus # ilgis, tai susidirimg galima
o charakterizuoti parametrais V,u,0, ¢ .

., - Tarkime, kad esant pastoviems @ir @,

1% o T v e L
2 vektorlgl Vir u Siek tiek pakito ir tapo
¢ ) V=V V+dV ir 4+ du. Kitaip sakant,
7 v, C e . = v .
Q e / nagrinésime susiddrimg su Siek tiek
\ pakeistom pradiném sglygom. Tuomet
v, v, pasikeis ir blUsenos po susidurimo:

V'+dV' it +di' Kadangi V =V"
tai dV =dV' . Beto du=du', nes
kampai @ ir@ fiksuoti. Todél gauname:

\ A Vdu=dVdu
0,9 — sklaidos kampai | - Transformacijos J = (171 +V, )/2 ,

u =v, —v, Jakobianas lygus vienetui:

d3vld3v2 =d’Vdu, d3v{d3v; =dV'du'

Geometrinis tvermés désniy aiskinimas

» Taigi esant fiksuotiems sklaidos kampams,
greiCiy elementariems tlriams galioja lygybeé:

3 3 33,1 33




Boltzmano kinetiné lygtis (VI)

« Daleliy judéjimai laboratorinéje ir masiy centro sistemose atrodo taip:

Laboratoriné sistema Masiy centro sistema

» Masiy centro sistemoje (kuri greiCiu V juda atzvilgiu laboratorinés sistemos)
pakanka nagrinéti tik vieng dalele, nes antra juda analogiskai pirmai tik prieSinga
kryptimi. Uzdavinys susiveda | ekvivalenty uzdavinj apie dalelés sklaidg ant
nejudancio fiktyvaus jégos centro, paveiksle pazymétu raide O.

« Parametras b yra atstumas nuo dalelés iki tiesés einancCios per jégos centrg
lygiagreciai dalelés pradiniam greiCiui. Sis parametras vadinamas taikymo atstumu.



Boltzmano kinetiné lygtis (VII)

* Daleliy susidurimy dinamika charakterizuojama diferencialiniu sklaidos
skerspjaviu G(Q). Sis dydis apibréZiamas klasikinéje sklaidos teorijoje. Cia
priminsime jo sgvoka.

* VienareikSmiam susidlrimo proceso apraSymui nepakanka uzduoti daleliy
greiCius v, ir v, kadangi jie nenusako taikymo atstumo. Greiciy v, ir V, definavimas
apibrézia tam tikrg susidirimy klase su ta pacCia masiy centro sistema ir skirtingais
taikymo atstumais. Sig susiddrimy klase patogu aprasyti, iSsivaizduojant, kad |
jégos centrg yra nukreiptas homogeninis daleliy pluostas, turintis pradinj greitj # .

—f

(7]
d@ T:i’

v

O

16(Q)dQ = Ibdbd ¢
I — molekuliy srautas, nukreiptas j jégos centrg () (molekuliy skaidius, per vieng
sekunde kertantis vienetinj plotg)

IO'(Q)dQ — molekuliy skaigius, per vieng sekunde i§sklaidyty j erdvinj kampg d€2
kryptimi @ , @ .




Boltzmano kinetiné lygtis (VIII)

 Diferencialinis sklaidos skerspjtvis turi ploto dimensijg. Tai eksperimentiSkai
matuojamas dydis. Geometriné jo prasmé tokia:

Molekuliy skaicCius, per vieng sekunde Molekuliy skaiCius pluoste, per vieng
iSsklaidyty j erdvinj kampag d(2 sekunde kertandiy plota o-(Q)dQ

« Aiskinant sklaidos eksperimentus daznai naudojamas integralinis (pilnas) sklaidos
skerspjlvis:

o = IG(Q)dQ

nt

» Konkreti diferencialinio sklaidos skerspjavio iSraiSka O'(Q) priklauso nuo sgveikos
potencialo. Kai potencialas zinomas, (T(Q) galima apskaicCiuoti tiek klasikinés tiek ir
kvantinés mechanikos remuose. IS tikryjy Sio dydzio nustatymui reikia taikyti kvantine
mechanikg, nes susididrimo metu molekulés priartéja mazais atstumais taip, kad jy
banginés funkcijos persikloja.

 Toliau mums nebus reikalinga tiksli O'(Q) iSraiSka. Mums bus reikalingos tik zinios
apie sio dydzio simetrijg. Klasikinéje ir kvantinéje mechanikoje simetrijos savybés
paprastai yra vienodos. Kalbant apie simetrijg, patogu jvesti tokj zyméjima:

)= o(Q)

O'(V],V2



Boltzmano kinetiné lygtis (1X)

* |Svardinsime pagrindines diferencialinio sklaidos skerspjlvio simetrijos savybes:

a) InvariantiSkumas laiko apgrezimo atzvilgiu (apgrezus laikg kiekviena
molekulé pakartoja savo kelig prieSinga kryptimi) :

= =) __’f __’! o

b) InvariantiSkumas erdvinio postkio ir atspindzio atzvilgiu (zvaigzdutés ties
vektoriais zymi erdviskai pasuktus arba atspindétus vektorius) :

_,.’* _,’*)
Vi s V)

O'(V] ,V,

— %

=1 =1
Vz)—O'(Vl s Vs

(v,

* Remiantis Siomis simetrijos savybémis nesunku jrodyti, kad atvirkstinio susidirimo
(atvirkstinis susiddrimas skiriasi nuo duoto tiesioginio susiddrimo tuo, kad pradiné ir
galiné biasenos sukeistos vietomis) diferencialinis sklaidos skerspjlvis sutampa su
tiesioginio susidtrimo diferencialiniu sklaidos skerspjuviu:

O'(‘ﬁ ,V, ‘Vl Y, ) O-(vl Vo |V1 » Vo )

* Po Sio trumpo ekskurso | dviejy daleliy susidirimy teorijg mes esame pasiruose
iSreikStu pavidalu uzrasyti Boltzmano kinetine lygt;.



Boltzmano kinetiné lygtis (X)

Susiddrimo narys ir Boltzmano kinetine lygtis
* Prisiminkime, kad susidGrimo narys (8f/8z‘)susid tolydumo lygtyje susideda i$
dviejy nariy — atejimo I' irisejimo I"_. Isvesime Siy nariy iSraiSkas.

 Iséjimo narys. Mums reikia apskaiciuoti dalellq mazejima, salygota daleliy
susidUrimais iSskirtame . erdves turelyje d’rd’ Vv, ties tasku (r Vv, ). Pasirinkime
Siame turelyje vieng molekule su koordinatémis |7 vl) Tame paciame turelyje bus
molekulés su laisvais greiCiaisV, , kurias galima aiskinti kaip daleliy srautg,
nukreiptg j pasirinktg molekule. Sio srauto tankis yra:

ST =|f(7, 3,0, |5, =3,

» Susidarimy (v,,v, )= (V/,V, ) skaiCius erdvés elemente ¢ rd’v, per laikg O :
1> 72 1

Sa'r[ (73, 0)d'% ][, [ ()61 <
=0’ f (70 d'n | [, [ dQo(©) £ (7.5,,0) 3

* Todél iséjimo narys yra:

I ffﬁl, jd3v2deG ‘vl vz‘f(r V1 )



Boltzmano kinetiné lygtis (XI)

- Atéjimo narys. Sio nario apskaiciavimui reikia nagrinéti susiddrimus
(v/,¥5)= (¥,,¥, ) su fiksuotu greiciu v, . Tegul | molekule, turinCig greitj j;
nukreiptas molekuliy srautas su greiCiu \72' . Srauto tankis yra:

ol' = f(F,v5,0)d*V, [y

+ Susidarimy (¥, V)= (¥,,V,) skaicius erdves elemente d’rd’v’ ! per laikg 07 :
oud’r| f(7.V)dW, |[d*V; [ dQe’ (Q)o1' =
:&d-”r[f(f,ﬁ;)d%{]jd%;jdgza’(g)f(f,ﬁ;,z) v

» Kadangi greiciai (\7 ,172) ir (f;]’, 172') atitinka atvirkstinius vienas atzvilgiu kito
susidurimus, tai O-(Q — o—'(Q). Be to iS tvermés désniy anksCiau gavome, kad

’ -/
—_ vl

4 =
— Vl

d3vld3v2=d3 'd’v .

‘vl— =y, —

* Todél atéjimo narys yra:

I, = [ v, [dQo{ Q)5 =5 |7, ¥,0)f(F,¥,.1)



Boltzmano kinetiné lygtis (XII)

« Apjungdami atéjimo ir iSéjimo narius galutinai gauname tokig susidtrimo nario
iISraiSka:
of

(5] =T, -T = [d",[dQc(Q)y, —%,|(f 1y - £./>)

pv4

Cia:

o(Q) - susidarimo (171,172): (v, 172') diferencialinis sklaidos skerspjavis,
apskaiCiuotas masiy centro sistemoje.

Q) - erdvinis kampas tarp vektoriy Vv, =V, ir V,—V,
fi=fF0) fi= f(7.9.1)
fo= f(F.9,.0) = fF.v,.0)

« Galutinai Boltzmano kinetiné lygtis iSreikStu pavidalu uzrasoma taip:

—_—

o . F = oot
6_I+V1V;: +—V; zdeId3v20(Q)‘vl _Vz‘(f2fl ~1o/h)

m




Boltzmano kinetiné lygtis (XIII)

Boltzmano H — teorema
» Boltzmanas jrodé teorema, kuri teigia, kad nepriklausomai nuo pradiniy sglygy
kinetinés lygties sprendinys artéja prie pusiausvyrinio sprendinio, t. y. jo lygtis
apraso negrjztama sistemos relaksacijg j pusiausvyros biseng.

« Tarsime, kad iSoriniy jégy néra, t.y. F = (0. Tuomet galima padaryti prielaida,
kad tankio funkcija nepriklauso nuo erdviniy kintamuyjy: f(;?,fj,t)z f(gjt)
Siuo atveju Boltzmano kinetinéje lygtyje lieka tik susidarimy narys:

8f(v1,t

= [d'v, [ do(Q), —3|(fA- £ 1) O

. of \v,t
« Pazymékime pusiausvyrinj pasiskirstymg f, (v) . Tai yra stacionarus ( f( ): O]
Boltzmano lygties sprendinys: ot

0=[d", [dQo(Q, 3|l G)AF)-AGILE] )

« Norint, kad funkcija fo(ﬁ) baty Sios lygties sprendinys, pakanka pareikalauti

ACYAC I ACACI ()




Boltzmano kinetiné lygtis (XIV)

 Toliau jrodysime, kad Si sglyga yra ne tik pakankama, bet ir batina. Tokiu bldu
pusiausvyrinis sprendinys fo(ﬁ)nepriklauso nuo O-(Q), t.y. nuo to, kokiu
désniu aprasoma saveika tarp daleliy.

« Muasuy tikslas yra jrodyti, kad nestacionarios kinetinés lygties sprendinys artéja
prie sprendinio f( ) tenkinancio salygg (***) . Tuo tikslu apibrésime

funk |
unkcionalg :J'd3vf(§,t)lnf(\7,f)>0

Boltzmanas pazyméejo jj raide H. IS Cia ir kilo H-teoremos pavadinimas.
* Boltzmano H-teorema formuluojama taip:

Jeigu funkcija f(ﬁ,t) tenkina kinetine lygtj (*), tai
dH (¢) o0
dt

* Jrodysime §j teiginj. Dél to iSdiferencijuojame apibréztg funkcionalg pagal laikg

dH 3 af(v t) n N *khk*k
=0 jd Sl fGa)] )

of (v, 1)
ot

ir raSome vietoje desine kinetinés lygties (*) puse:



Boltzmano kinetiné lygtis (XV)
dH

jdsvljd%zjdga W, = (s = fofi) 1+ In ;]

. Sis integralas nepasikeis, jeigu sukeisime vietomis v, ir v, » nes diferencialinis
sklaidos skerspjavis O-(Q) yra invariantinis Siam pakeitimui:

dH

Id3vlfd3vzjdﬂo Yo, =5l f = £ )1 +1n ]

» Sudésime dvi paskutines iSraiSkas ir rezultatg padalinsime is dviejy:

dH (1)
dt

- Sis integralas nepasikeicia sukeigiant (¥,,%,) ir (¥/,¥;) , nes kiekvieng
tiesioginj susidlirimg atitinka atvirkstinis su tuo paciu skerspjaviu

= _I d3vlj d3v2 I dQG )( vl‘(fzfl f2f1)[2 + 1n(f1f2 )] (FF**)

— [ a o @ (£ - )R+ ()

dvd’v, =dVd*V.,

_'I !

—W

Kadangi ¢'(Q)=c(Q), V=, | =
tai paskutinj integralg galimg uzrasyti ta|p



Boltzmano kinetiné lygtis (XVI)

dH (¢)
dt

« Sudedame §j integralg su (*****) ir padaliname i$ dviejy:

- % [ [av,[dac(Q)v, =3 (1., - £i1)2+ (5]

dH t 1 o o ! ! ror
Loy [, faao(@)s, ~3[( £, -1
1 - ] NS N
=—\dv,|dv, | dQc(Q)v, —v ff[l— . zjln( ! 2]
4_[ 1_’. 2_[ ( )‘ 2 11/1/2 fzrfl’ flyfzr
- Cia funkcija po integralu yra neteigiama, nes bet kuriems s = f1’f2' > ()
galioja nelygybé: e
o(s)=(1-5)lns<0 7
0| &
IS jos iSplaukia H —teoremos teiginys, butent [ >
dH@)SO
dt
Funkcijos qp(s) grafikas




Boltzmano kinetiné lygtis (XVII)

* IS iSraisSkos (****) matyti, kad dH /dt = Otik tuomet, kai gf /¢ = () Vadinasi
nepriklausomai nuo pradiniy saglygy sistema evoliucionuoja taip, kad af/at —0 .
Pusiausvyrinis sprendinys dH /dt = 0 (o reiskia ir df /0t = 0) pasiekiamas tik
tuomet, kai § =1 . Tai tiksliai atitinka sglygg (***):

fo(‘jé) 0(171')—f0(§2) 0(‘71):0 (™)

» Vadinasi nepriklausomai nuo pradiniy sglygy sistema artéja prie pusiausvyrinio
sprendinio f(ﬁ,l‘)—) fo(f;) , nusakomo lygtimi (***). Pastebésime, kad $i lygtis
atitinka detaliosios pusiausvyros principa.

- Sis rezultatas atrodo keistas, nes Boltzmano lygties iSvedimas lyg tai remiasi
grynai dinamikos désniais, kurie yra invariantiniai laiko apgrezimo atzvilgiu.
Boltzmano lygtyje Sis invariantiSkumas prarastas. Ji apraso negrjztamg sistemos
evoliucijg j pusiausvyrine blsena.

Kurioje vietoje padaryta ,,klaida“?



Boltzmano kinetiné lygtis (XVIII)

* Negrjztamumas atsirado dél visai atrodo ,nekaltos” prielaidos, kurig padaréme
apskaiCiuodami susidirimo narj Boltzmano lygtyje. Mes taréme, kad mazame tdrio
elemente d°r dviejy molekuliy greiciai yra nekoreliuoti. Tg prielaidg mes
padareme, kai skaiCiavome molekuliy pory skaiciy, turinCiy greicius y, iry, greicio
tdrio elementuose d3V1 ird3v2, nes iSreiSkéme jj sandaugos pavidalu:

LG, dPrd, || £, 5,0 )dPrdPy, |
» Pastaroji prielaida mokslingje literatiroje vadinama molekulinio chaoso hipoteze.
Jos originalus (Boltzmano) pavadinimas vokiecCiy kalba yra: StoBzahlansatz.

« Kaip reikéty teisingai apskaiciuoti susiddrimy narj ? Teisingam Sio nario
apskai¢iavimui reikia panaudoti dvidalele f(?,ﬁl;l_ﬂ',ﬁz,t) tankio funkcijg, kuri
bendruoju atveju nelygi viendaleliy funkcijy sandaugai:

[ 557.9,,0) % f(7,9,0)f(F,7,,1)

* Tuomet mes negautume uzdaros sistemos, nes j Boltzmano lygtj jeity dvi
nezinomos funkcijos — viendalelé f(?,\?, z‘) ir dvidalelé f(;'f",\'}l;?,{iz,t)

Tuomet tekty rasyti lygtj dvidaleliai funkcijai, j kurig jeity tridalelé ir t.t. Tokiu btdu
gautume sistemg N lygCiy, kurios buty grjztamos, nes jos bty ekvivalencCios daleliy
dinaminéms lygtims (Niutono désniams). Tad negrjztamumas atsiranda dél lygcCiy

grandinélis nutraukimo panaudojus molekulinio chaoso hipoteze.



Boltzmano kinetiné lygtis (XIX)

Pusiausvyrinis Boltzmano lygties sprendinys

 Surasime pusiausvyrinj Boltzmano lygties sprendinj, kuris tenkina lygtj (***).
Dél to iSlogaritmuosime jg ir uzrasysime tokiu pavidalu:

lnfo(172)+1nf0(17]):lnfo(ﬁ')+lnf0(17')
+ Kadangi (‘71,* ) ir (f/ v22 yra bet kurio jmanomo susiddrimo, atitinkamai pradiniai
ir galiniai molekuﬁlq greicCiai, tai Sig lygtj galima aiskinti kaip tvermes desnj. Jeigu
Zk( )yra dydis, charakterizuojantis molekule ir turi tvermés savybe, t.y. £ (V1)+ X (Vz)
nekinta susiddrimo metu, tai auksScCiau uzrasytos lygties sprendinys yra ty dydziy

tiesiné kombinacija
In f,(V)= e, (V)+ e, 1, (V) +

« Kadangi susidirimo metu nekintantys (tvarieji) dydziai yra energija, impulsas ir
daleliy skaidius, tai lnfo(fz) yra y2 trijy greigio vektoriaus vV komponengiy ir
laisvos konstantos tiesiné kombinacija:

Inf,(7)=-AG -7, P +InC == | £ (7)=Ce 4

Taigi gavome, kad sistemos pusiausvyriné busena yra Gauso skirstinys (fizikai jj
vadina Maksvelo-Boltzmano skirstiniu). Cia jis turi 5 laisvas konstantas: A, C,V,



Boltzmano kinetiné lygtis (XX)

« Aptarsime Siy konstanty fizikine prasme. Pirmiausia konstanta vy V, = < > yra vidutinis
greitis. Jis nusako visos dujy sistemos, kaip visumos, Judejlma pastoviu greidiu. Cia
nagrinésime atvejj, kai vidutinis greitis lygus nuliui, Vo 0

« Konstanta C nustatoma iS normavimo sglygos:

32
n= C‘[aﬂve_‘é“72 = C[%) ) Czn(

« Konstanta A surandama iS salygos, kad vidutiné kinetiné energija <5> =

=2

Id%—e‘Av

27m(C

3m

A)” N
Ll R
T 4
2
3 m m
A:— =
=Nl T

Galutinai pusiausvyrinis Boltzmano lygties sprendinys (Maksvelo-Boltzmano

skirstinys) yra:

— m
)=n

27kT

3/2

e—mﬁz [2kyT

(negrijztamumo
animacija)
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Termodinamikos désniai

« Pasinaudojus gautu pusiausvyriniu skirstiniu nesunku iSvesti iSretinty dujy
termodinamikos désnius. Pirmiausia gausime idealiy dujy blsenos désnj. Dél to reikia
apskaicCiuoti slégj. Pasirinksime vienetinio ploto pavirsiy ir apskaiCiuosime jéga, kuria
molekulés veikia tg pavirsiy.

5 Vs . Vienetinio « Atsispindéjusi nuo disko molekulé
e o e e m D — | ploto diskas perduoda jam impulsg 2mv, .
; v Atsispindéjusiy nuo disko molekuliy
I 7» X skaiCius per vieng sekunde proporcin-
\ L5 gas pavaizduoto cilindro tariui:
------------ v_f,(v)d*v

« Tuomet dujy slégis:
P= deV(zm"x)foo(ﬁﬁ2mCIdvxv§e—Av§ J.dvye”‘h’i J.«civze“ﬁ“"g
>0 0 —a0 —0

m172 432 2
> e :§n<£>:nkBT

= mCI (,173’1/1f’j¢9,'‘4‘72 = %mCJ. ple 7 = %CJ. d’v

P = nkBT — EkBT — idealiy dujy bdsenos deésnis
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* Pirmasis termodinamikos deésnis | Tyomet H-teorema teigia, kad esant fik-

teigia, kad suteikta dujoms siluma suotam tdriui V (dujos izoliuotos) entropija
atlieka mechaninj darbg ir pereina | nemazéja — antras termodinamikos désnis.
vidine energija:

Jrodysime sarysjtarp Sir H
dQ=dU+ PdV apskaitiave pusiausvyrine H verte
Vidine Siluminé energija: T 275
: m
3 H =\dv£ 1In f=nsIn| n ——
U=Ng) =2 Nk, T o= g, [zﬂkBTJ 2

~ — - A/

IS Cia galime apskaicCiuoti dujy Silumine | Kadangi entropijos apibrézimas yra

talpg esant pastoviam tariui: dS=dQ/T mums reikia jrodyti, kad
pusiausvyroje galioja sarysis
d dU 3
CV:(_QJ —— =~ Nk, dQ=TdS=—k,TVdH
dT al’ 2 . - I 0
Kadangi 3
» Antrasis termodinamikos désnis taps dQ =dU == NdeT
ekvivalentus Boltzmano H-teoremai, jeigu 2
H funkcijg sutapatinsime su entropijos tai turi galioti lyqybe dH, 3 n
tankiu padalintu is kg: S AT T
il = _W Tiesiogiai diferencijuojant funkcijg H, galima
B jsitikinti, kad Si lygybé yra teisinga.

Y




Boltzmano kinetiné lygtis (XXIII)

Pusiausvyrinis sprendinys esant iSoriniam laukui

Panagrinékime pusiausvyrinj Boltzmano

lygties sprendinj
o
at susid

F
kai dujas veikia iSorinis konservatyvus
laukas, apibréziamas potencialu (o(r

VW.o+—V._ |f =
ﬁ:_vi»'(o(’_;)

m
Nesunku patikrinti, kad kinetinés lygties
sprendinys yra

@ v’
/7,

0 (‘7) = Ce_ ol

)=k |

Nesunku tiesiogiai patikrinti, kad
jrasius Sig iSraisSka | kinetine lygtj,
kairioji jos pusé virsta nuliu.

a

7
at susid

DesSinioji pusé irgi virsta nuliu, nes go( )
nepriklauso nuo greiéio v :

_2¢(F)

=e ' J.d3V2J-dQO'(Q)‘\72 —171|><

(o( ) 0( ) fo(‘jz) o(‘_’])):

Eksponentinj daugikl; e_q”’(f)/kBT galima
jtraukti j tankio n apibrézimg ir galutinai
pusiausvyrinj Boltzmano lygties su isoriniu
lauku sprendinj galima uzrasyti taip:

32
V) =nF) S—— ﬂZT ¢ T
n(? ) = pne VT |= Id W (F,v




Tvermés deésniai ir hidrodinaminés lygtys (I)

* Mes jau pateikém elementarig pernasos reiskiniy teorijg. Tikslesné pernasos
reiskiniy teorija grindziama Boltzmano kinetine lygtimi. Tiriant nepusiausvyrinius
reiSkinius mums reikia zinoti laikiSkgjg tankio funkcijos evoliucijg. Dél to batina
iSspresti nestacionarig Boltzmano kinetine lygt;.

« Bendruoju atveju nestacionarig kinetine lygtj iSspresti nepavyksta. TaCiau kinetinés
lygties sprendiniai turi tenkinti tam tikrus sgrysius, kurie iSplaukia iS energijos,
impulso ir masés tvermeés désniy. Bendruoju atveju tie sgrySiai nesudaro uzdaros
lygCiy sistemos. TaCiau jeigu galioja vietinés pusiausvyros principas, tai ta lygCiy
sistema uzsidaro ir virsta hidrodinaminémis lygtimis. Vietinés pusiausvyros
principas teigia, kad kiekviename erdves taske daleliy greiCiai pasiskirsto
pagal Maksvelo-Boltzmano skirstinj, kurio parametrai (vidutinis greitis,
temperatira ir koncentracija) yra skirtingi skirtinguose erdves taskuose.

« Hidrodinaminés lygtys iSvedamos i$ kinetinés lygties gana sudétingu Capmano ir
Enskogo (Chapman and Enskog) metodu. Mes pateiksime supaprastintg to metodo
versijg, kurioje susiddrimo nariui taikoma relaksacijos laiko aproksimacija.
Panaudodami Sia aproksimacijg, mes ne tik iSvesime hidrodinamines lygtis, bet taip
pat gausime pernasos koeficienty iSraiSkas.



Tvermés désniai ir hidrodinaminés lygtys (l)
Tvermes deésniai

 Mes parodysime, kad Boltzmano lygties sprendiniai turi tenkinti tam tikrus sgrysius,
kurie iSplaukia iS to, kad molekuliy susidirimo metu tam tikriems dinaminiams
kKintamiesiems galioja tvermés désniai. Toliau remiantis Siais tvermés désniais
uzrasysime hidrodinamines lygtis makroskopinéms dujy savybéms aprasyti.

* Tequl ;((F,ﬁ)yra dydis, charakterizuojantis molekule su koordinate 7 ir greigiu v,
kuris susiddrimo metu (\71,172)—> (171', 172’5 , vykstandiu tagke 7 , nekinta, t.y.

Lt =X

* |rodysime, kad sudauginus dydj ¥ su susidlrimo nariu ir suintegravus pagal

greiCius gausime nulj:
J.d?)VZ(F,‘_;)(af(F,ﬁ,t)J -0
at susid

- Silygybé jrodoma panaudojus susiddrimo skerspjivio O'(Q) simetrijos savybes,
panasiai, kaip buvo jrodyta H-teoremg. Bltent, mes panaudosime tokius tris kintamuyjy
pakeitimus

(@) v, <y, (D) (]715172)@ (‘71'»‘72’ ); (¢) (‘719‘72)@ (‘7259171')

ir keturiais skirtingais bldais uzrasysime pastargjj integrala:




Tvermés désniai ir hidrodinaminés lygtys (ll1)

ﬁhw@g{ww = [d*v [ d*v, [ dQo(Q), =, 1 (fifi~ f.f;) -~ originalus

susid

[dvalr, f;)[éf ) - [dv [ d'v, [dQo(Q)Y, |1, (fif/- £.1,) - pakeit. (@)

susid

Id vy (7, V{ZJ =Id3vljd3v2IdQ0(Q)(§l —v,
susid

Id v (7, v{gj =J.d3v1J.d3v2J.dQO'(Q]T51—172
susid

» Sudéje Sias keturias lygybes ir rezultatg padaline iS 4, gauname lygybe, kurig
sieckéme jrodyti:

[a vy (. v)@f;] _:—jaﬂ n[d*v, [ dQa(Q, —9|(x, + 2, = 2~ 1)
<(ffi=1.4)=0

(fufi = f2f))  —pakeit. (b)

(/S = 1f3) - pakeit. (c)




Tvermés désniai ir hidrodinaminés lygtys (V)

» Dabar iSvesime tvermés désnius. Dél to padauginame Boltzmano kinetine lygtj is
Z(F,ﬁ) ir integruojame pagal v :

g+vV +FV f = (af)
at m at susid

« Kadangi susiddrimo narys virsta nuliu, tai gauname:

jd%;((av)[%ww +Evgjf =0

| d*v(7.v)

m
« Pastargjg iSraiSkg galima uzrasyti taip:
% dvy f(F.9)+V, [ d vy (7. jd A
+— j W () -+ [avfFv,x A @V v.F =0
m m m

/'

=0, nes f(?,\?,t)—) 0 kai |17’ —> o0 =0, jeigu F nepriklauso nuo Vv




Tvermés désniai ir hidrodinaminés lygtys (V)

« Toliau lauztiniais skliaustais Zymésime dydziy vidurkius pagal V :

(4) = =—[dvaf  sa nlF.1)=[dv(F e

Pastebékime, kad <nA> = n<A> nes n nepriklauso nuo V.

« Tuomet tvermés lygtj bendruoju atveju galima uzrasyti taip:

0 <n Z) +i<nv 7(> 7 8)( _n F 8_)( — O} bendroji tvermés
ot ox, 8x m\ ' ov, lygtis

y 3

Cia pasikartojantys indeksai reiSkia sumavima 0 < Z> Z£<m)z>
(sumavimas pagal nutyléjimg), pavyzdziui: ﬁx Vi ~ J

J=L
« Gautoje tvermés lygtyje £ yra bet koks tvarus dydis, t.y. dinaminis kintamasis,

kuris nekinta molekuliy susidtrimo metu. Toliau visiems tvariems dydziams iSreikStu
pavidalu uzrasysime tvermes lygtis.



Tvermés désniai ir hidrodinaminés lygtys (VI)

* Molekuliy susidarimo metu iSsilaiko masé, impulsas ir energija. Taigi
bendroje tvermés lygtyje vietoje £ nuosekliai jradysime:

y=m (masé arba daleliy skaicius)
¥ =mv, (i _ 1,2,3) (impulsas)
¥ = l m‘ﬁ — ﬁ(;‘;,t)(z (Siluminé energija)

2

i(7, t)z< > — lokalinis (vietinis) vidutinis greitis

« Pradésime nuo mases tvermes lygties, t.y. bendroje tvermés lygtyje jrasysimey = m:
0 0
<mn> +—<mnv > 0

Ot OX y

» Apibrézus maseés tankj p(F,t) = mn(?,t) , mases tvermés désnj galima
uzrasyti taip:

gp+V(py):0 (Gia ir toliau V EVF )
ot




Tvermés désniai ir hidrodinaminés lygtys (VII)
 Impulso tvermes lygtj gausime, jrase | bendrajg tvermes lygtj ¥ = mv,:

0 0 1
§<pvf>+g<pvivj>_;p};; =0

J
« GreiCiy sandaugos vidurkj galima uzrasyti taip:

<vivj>:<(vi —ui)(vj —uj)>+<vi>uj +ui<vj>—uiuj :<(Vi —ui)(vj —uj)>+uiuj

« JraSe tai | virSutine lygtj, gauname

ou, ou, 0 0 1 0
;;1 +u, aj:; juza—[;+ula(pui)=zpﬁ —gj@("z— —”z-)("j _”j»
;I) (dél masés tvermés désnio)

Yo,

arba

g+u.i U, =lF—liP-

o ‘ox,)] m = pox;’

P = p((vl. — U, )(v U )> — slégio tenzorius



Tvermés désniai ir hidrodinaminés lygtys (V)
m . _/. \2
« Energijos tvermés lygtj gausime, jrase | bendrajg tvermés lygtj X = 5 v —u(r,t)(
- 15(@5 m§+1 a<pvw i’ L olv L il V=0
2 Ot 20x, V7 27\ o,
» Apibrésime tokius dydzius:

k,T (F,Z‘)E 9(?,1‘ ) <‘v u‘ > — lokaliné (vietiné) temperatira (tolygus Siluminés
3 energijos pagal laisveés laipsnius pasiskirstymas)

cj(F ! ) = % p<(17 —U )(17 — ﬁ‘2> — lokalinis (vietinis) $ilumos srautas
mo | . _p [ > 30
: —— — ———|(p0
5 @W”> 2&p 200
IR AU | L2 3
< v V- > —mp<(vj—uj}v—u >-|—5 puj<v—u >:qj+5p6’uj

| L 1 0 8ul.
§P<VJ P _‘v—u >——P<V 672(":”:)2>_p<v1(v1u’)> Ox

o
/0<]Vj(Vi —U, )> = /0<(Vj —quVi —ui)>+puj<(vi —u, )> =Pl_j J



Tvermés désniai ir hidrodinaminés lygtys (1X)

* Tuomet energijos tvermés lygtj galima uzrasyti taip:

36, 0 0q, 30 b o,
251(p‘9)+ax +2a](p0”) (o
5 G 00 20 [(op 0
0)+——(pou,)=p L vu, 2 |10 |
o )+aj(p “)= p{aﬁ” ox } \{Gt axj(ulp)J

;6 (dél masés tvermes)
Kadangi Bj = Pﬂ tai paskutinj narj galima simetrizuoti:

- Ou, 8u
mp, M= p M M M| _pp A, =T
Tox, T 2(0x;  ox, 7Y T 2| ox, ax

Galutinai energijos tvermés lygtis jgauna tokj pavidala:

Yo, 2+u o 6’+2 & :—gAi.Pl..
ot ' ox, 3ox, 3 77




Tvermes

désniai ir hidrodinaminés lygtys (X)

» Reziumuodami gautus rezultatus uzrasysime visus tris tvermés désnius vienoje vietoje.

Tvermés lygtys:
op . .
——F V(pu) =0 (masés)
Ot
0 o) Pir_of .
ol —+uV u=—F-V (impulso)
ot m
. 2 2 an )
Jo, Q—I—uVJQZ ——Vg——PA (energijos)
Ot 3 3
p(F,t) — masés tankis
ii(7,t) — vidutinis greitis
9(17",1‘) — temperatira
P, — slégio tenzorius P {Py

Q’(F,t) — Silumos srautas

Zyméjimai:
p(F.t)=m[dvf(F.v.1)

i(7,1)= ()

} —tenzorius ~ PA = Pleij— skaliaras

VP = {aPl,j /5xj } — vektorius



Tvermés désniai ir hidrodinaminés lygtys (XI)
Vietiné pusiausvyra ir hidrodinamines lygtys
» UzraSytos tvermeés lygtys yra tiek pat tikslios kiek tiksli Boltzmano kinetiné lygtis.
TacCiau jos nesudaro uzdaros lygcCiy sistemos. Tai lygtys trim kintamiesiems (dviem
skaliariniamsp(F t) (9(;7 t) ir vienam vektoriniam ﬁ(if' t) ), kurie nekinta molekuliy
susiddrimo metu. TaCiau | Sias lygtis jeina slégio tenzorius P ir Silumos srautas q r,t).

i

Sie dydziai nei$sireiskia per o, @ ir i, todél lygéiy sistema’ yra neuzdara.

» Nors bendruoju atveju tvermés lygcCiy sistema néra uzdara, esant tam tikrom
fizikiném sglygoms jg pavyksta uzdaryti. Tai pavyksta padaryti, jeigu yra zinomas
daleliy pasiskirstymas pagal greiCius. Tuomet tvermeés lygtys virsta
hidrodinaminémis lygtimis. Aptarsime S| atvejj detaliau.

« Tarkime, kad Boltzmano kinetingje lygtyje

3+vV +FV f—(g) =0
at m af susid

trys pirmi nariai yra Zzymiai mazesni uz paskutinj narj, t.y. susiddrimo narys yra
dominuojantis. Tokia situacija turéty realizuotis tada, kai iSoriné jéga néra didelé ir
kai funkcija f létai kinta laike ir erdvéje. Detalesnis Sio artéjimo kriterijus bus
aptartas veéliau. Tuomet nuliniame artinyje pirmus tris narius galime tiesiog
iSbraukti. Aptarsime detaliau Sio nulinio artinio sprendinius.



Tvermeés désniai ir hidrodinaminés lygtys (XII)
Nulinis artinys

 Nuliniame artéjime kietin¢je lygtyje yra tik susidiirimo narys

at susid

- Sig lygtj mes jau sprendéme ir nustatéme, kad jos sprendinys yra pusiausvyrinis
Maksvelo-Boltzmano skirstinys

3/2
fifi—ffi=0 = [£OFv )= n(%J exp{%(ﬁﬁ)z}

kuriame 7,6 ir u yralaisvi parametrai. Bendruoju atveju jie gali priklausyti nuo
koordinatés 7 ir laiko 7, nes susiddrimo narys nepriklauso nuo Siy kintamujy (jis
priklauso tik nuo greiCio). Kadangi kinetinés lygties pirmi trys nariai yra mazi, tai
nulinio sprendinio parametrai turi bati /étos laiko ir koordinatés funkcijos:

n=n(r,t) 6 =6(7,t) i =il(F,t)




Tvermés désniai ir hidrodinaminés lygtys (XIII)

» Taigi matome, kad esant auksciau iSvardintoms prielaidoms kiekviename erdvés
taSke nusistovi vietiné (lokali) pusiausvyra apraSoma Maksvelo-Boltzmano skirsti-
niu, kurio parametrai (koncentracija, temperattra ir vidutinis greitis) létai kinta laike ir
erdvéje. Sie parametrai nekinta molekuliy susiddrimo metu ir jiems galioja anks&iau
uzrasyti tvermes désniai. Priminsiu, kad tvermés désniai gauti iS tikslios (nedarant
jokiy prielaidy) kinetinés lygties ir yra tiek pat tikslUs kiek tiksli yra kinetiné lygtis.

« Zinodami lokaline skirstinio formg mes galime apskaiciuoti slégio tenzoriy £, (r l‘)
ir Silumos srautg q(r t) Tiksliau sakant mes galime isreiksti juos per pu3|ausvy-
rinio skirstinio parametrus 7 , @ iry ir tuo paciu uzdaryti tvermés lygciy sistema.

« Pazymékime (tuos pacius C ir A zyméjimus mes jau nhaudojome ankscCiau):

3/2
— — m A—" :ﬂ _"=_,.__.
C(r,z‘) n[—2m9) (l’,l‘) 20 U=v-u

Nesunku jsitikinti, kad Silumos srautas Siame artinyje lygus nuliui:

(1) = ;mp [ —ay -l (7, expl- Ao
| (nulis gaunamas

=~ m*C(F,0)[d'UU] exp(— A(f,z){ﬁf) = () 9elto kad funkcija

o po integralu yra
nelyginé)



Tvermés désniai ir hidrodinaminés lygtys (XIV)

« Panasiai apskaiCiuojame slégio tenzoriy:
R.j(o)(i_;, t)= %C(F,I)I v, —u vV, —U, )exp(— A(F,t)‘ﬁ —ii‘z)

=m(l(7,t) j d*'UUU, exp(— A(F,t){

—2

pv4

Cia:

P=%mC@JHd3

2 exp(— A(F,t)‘ﬁ 2) = §<m‘U‘2> =n6 = ip@
m

yra hidrostatinis slégis (idealiy dujy biasenos lygtis). Pastebésime, kad pastargjj
integralg mes jau skaiCiavome, kai nagrinéjome pusiausvyrinj Boltzmano lygties
sprendin;.
» |rasydami Sias iSraiSkas j tvermés lygtis ir pastebédami, kad
ou, 8u
oX, 8x

VP = axi(@jp) —vP, PUA= PZA -pZ Z

J

]szVﬁ

gauname nulinio artinio hidrodinamines lygtis:



Tvermés désniai ir hidrodinaminés lygtys (XV)

Nulinio artinio hidrodinaminés lygtys

_ idealiy dujy
P n V(p i[) =0 (tolydumo lygtis) bdsenos lygtis:
Ot
\ - |
[Q_Hjl’v ﬁ+lVP: 5 (Oilerio lygtis) [P:—pQJ
ot ) p m m

\
(aﬁ +uV 9+§(Vﬁ)¢9 =0 (energijos tvermes lygtis)
4 J

- Tai yra uZdara lygéiy sistema. Siy lyg&iy kintamieji yra dydziai suvidurkinti pagal
molekuliy greiéius V. Sios lygtys neblogai apraso makroskopinj dujy judéjima.
Tagiau pagrindinis $iy lyg&iy trukumas yra tas, kad jos nejskaito klampos. Siame
artinyje lokalus Maksvelo-Boltzmano skirstinys einant laikui nevirsta tikru Maksvelo-
Boltzmano skirstiniu. Vis dél to sios lygtys neblogai apraso realius eksperimentus,
nes yra zinoma, kad neveikiami iSoriniy jégy hidrodinaminiai srautai gesta gana létai.

* Nors Sios lygtys gautos su prielaida, kad dujos yra iSretintos, jos taip pat tinka
skyscio judéjimui aprasyti. Taip yra todel, kad Sias lygtis galima iSvesti kitaip,
remiantis zymiai bendresniais euristiniais samprotavimais.



Tvermés désniai ir hidrodinaminés lygtys (XVI)

« Panagrinésime nulinio artinio hidrodinamines lygtis. Parodysime, kad tiesinime
artinyje iS jy galima gauti bangos lygtj ir nustatyti akustiniy bangy sklidimo greitj.
Jeigu dujas neveikia iSorinés jégos, F' =0, tai stacionary hidrodinaminiy lygciy
sprendinj galima uzrasyti taip:

p, =const(¥,t) u, =0 6, = const (7,t)

« Panagrinésime mazus nuokrypius nuo stacionaraus sprendinio. Dél to jraSome |
hidrodinamines lygtis

P =p,+op U=1u,+0u=0u 0=0,+00
ir linearizuojame jas atzvilgiu mazy nuokrypiy Op, o u =u, o8
o - 1 0
Z Sp+pVii=0 = Vii=———5p
Py P T Lo 0, ot
o_ 1 1 0 1 ) )
V| Lt (gVp+ pV56)=0 m——— Sp+— (V2 Sp+ p,V256)=0
ot mp, Py Ot mp,
o 2 _ 0 26 20
—00+—0Vu=0 wmm —|650-="6p|=0 mm 60=="2,
o 3 az[ 3 o, pj 30,



Tvermés désniai ir hidrodinaminés lygtys (XVII)

« Galutinai tankio nuokrypiui gauname bangos lygt]

&’ . 50 0
C 5p=20Vp aba  —50p=cVdp
or* P= 3 m P ot

. 50, 5
Cia c yra akustinés bangos sklidimo greitis (garso greitis) : |C = g— g<v2>
m

Matome, kad garso greitis apytiksliai lygus vidutiniam molekuliy siluminiam greiciui.

« Jau minéjau, kad nulinio artinio hidrodinaminés lygtys neapraso klampos reiskiniy.
Klampos reiSkiniai atsiranda tik pirmame artinyje. Grieztas hidrodinaminiy lygCiy
iSvedimas pirmame artinyje yra gana sudeétingas. Jis paremtas vadinamuoju
Capmano-Enskogo (Chapman-Enskog) metodu. Cia panagrinésime
supaprastintg Sio metodo versija.

« Pagrindines idéjas bei problemas, su kuriomis susiduriama iSvedinéjant pirmo
artinio hidrodinamines lygtis pademonstruosime, panaudodami supaprastintg
susiddrimo nario iSraiSka. Susiddrimo narj aproksimuosime relaksacijos laiku.
Naudodami Sig aproksimacijg mes negausime tiksliy pernasos koeficienty iSraiSkuy.
TacCiau naudodami relaksacijos laiko aproksimacijg mes gausime teisingas
hidrodinamines lygtis ir kokybiSkai teisingas pernasos koeficienty iSraiSkas.



Tvermés désniai ir hidrodinaminés lygtys (XVIII)
Pirmas artinys

« Jvertinsime nulinio artinio hidrodinaminiy lygciy paklaida. Tegulf(;?',ﬁ,z) yra

tikslus Boltzmano lygties sprendinys. Tikslaus sprendinio nuokrypj nuo nulinio artinio
sprendinio pazymésime funkcija

- — -~ — -~ — 0
g7 v,t)= f(7,9,0)- fOFv,t) b f=rY
0
Mus domins funkcijy & ir f( santykio eilé. Pradzioje jvertinsime susidlrimo narj

(Z_J;j = [d*v, [ dQo(Q)y, -3 (£ - £ 1)

_[ Vz_[dQO- )‘ Vl‘(z fz(o)g1+g;f1’(0)_ng1(o))

Cia mes atmetéme kvadratinius funkcijos g narius nes tariame, kad $i funkcija yra
maza. Susidlrimo nario eilés jvertinimui apskaiCiuokime antrg Sios iSraiSkos narj:

P,V —f©
g(7, 9,1 jd vzjdﬂa Q){vz—v1|f2 = G ):——f /
T T
Cia 7 pagal eile lygus laisvo lékio laikui.



Tvermés désniai ir hidrodinaminés lygtys (XIX)
 Toliau susidUrimo narj supaprastinsime, pakeisime jj iSraiSka

_ ¢(0)
[g] A Al relaksacijos laiko aproksimacija
at susid 4

_ £0)
ot T
Matome, kad taip pakeistas susiddrimo narys kokybiskai teisingai apraso sistemos
artejimg prie pusiausvyrinio skirstinio. Panaudojus relaksacijos laiko
aproksimacija, kinetineé lygtis jgauna tokj pavidala:

{gm?VF +£Vﬁ](f(°) +g)z _&
ot m T

Esant prielaidai g << f(o), kairioje lygties puséje galime isbraukti funkcijg &.
Tarkime, kad charakteringas funkcijos [ % kitimo ilgis yra L (ilgis, kuriame funkcija
pasikeiCia dydziu, pagal eile lygiu funkcijos reikSmei). Tuomet, vertinant kairés ir
deSinés puseés nariy eiles, gauname

[
~/

B~

(0)
<M>f7 ~ —% —> %

Cia A=(\M)z pagal eile lygus laisvo lékio keliui.



Tvermés désniai ir hidrodinaminés lygtys (XX)

« 1% ¢ia matome, kad nulinis artinys f(o) yra geras, jeigu lokalaus tankio p, greicio
ir temperatiros @ charakterlngas kitimo ilgis L yra zymiai didesnis negu laisvo lekio
kelias A . Funkcijos f pataisos yra g = A/L eilés.

* Nuoseklus funkcijos f skleidimas maZo parametro /'L/L laipsniais atliekamas
gana sudétingu Chapmano —Enskogo metodu. Cia $io metodo esme pademonstruosi-
me supaprastintai kinetinei lygciai, kurioje susidirimo narys aproksimuojamas
relaksacuos Ialku Tuomet pataisos funkcija g paprastai iSreiSkiama per nulinio artinio

funkcijg f

=—7 Qwv +EV Akl AR GRAOE p( - )yzexl{_ﬁ(‘j_ﬁ)z}
g~ o P m\ 270 20

- SkaiCiuojant pataisg g reikia tureti omenyje, kad funkcija g priklauso nuo pir ¢
tik per funkcijas p , y Ir @. Todél mum bus reikalingos tokios iSvestinés:

Cia, kaip ir ankséiau,

af(o) - f(O) af 1 [ m 0 E ] f(o)
8,0 o, 00 0\20 2
o m U.f a7 _ My 0
ou, 6 Oy g

: i

—

U=v—ilF,t)




Tvermés désniai ir hidrodinaminés lygtys (XXI)

« Panaudodami Siy iSvestiniy iSraiskas, apskaiCiuojame g':

=—Tq—+V.—+
s {Gt . m v, }f

I

:_Tf(ﬂ){lD(p)+l(ﬁﬁz _E)D(Q)qLﬁUjD(uj)—éﬁﬁ}

sl
o))

o, g\ 20 2 0
Cia D(X)= E+vii X
or ' ox,

» Panaudojus nulinio artinio hidrodinamines lygtis, galima gauti tokias iSraiskas:

D(p)=—p(Vii)+Uvp

D(e)=_§a(v,;)+ﬁve [p:p_é’]

m

F, ou .
D(uj.)z—l 8P+ J+Ul.i
pox, m ox,




Tvermés désniai ir hidrodinaminés lygtys (XXII)

* |JraSydami Sias formules | funkcijos g iSraiSkg, gauname

g=—7fU Vit P, 1[ UZ—EI—%@V&#UVQ]
6\ 26 3

Yo, 2
3 } ou. L
2 UE+UF+UU Y1 B
6’ Jo, m Tox, ) 6

Cia tam tikri nariai i§siprastina ir formulé supaprastéja iki:

~ Ou . _
) lg=-r /2% [—U2—§j+lA,..[UiU.—la,..U2] A = o
oox, 20 2) @ N\ T3 "2\,

Prisiminkime, kad tai yra ieSkomos funkcijos pataisa. Pilna funkcija yra:

g

» Dabar, kai nustatéme funkcijos pataisg, galime apskaiciuoti Siluminio srauto q ir
slégio tenzoriaus P[J pataisas, jrasyti jas j tvermés lygtis ir gauti pirmo artinio
hidrodinamines lygtis.




Tvermés désniai ir hidrodinaminés lygtys (XXIII)
Pernasos koeficientai
» Pradzioje apskaiCiuosime Siluminj srautg. Prisiminkime, kad nuliniame artinyje jis
lygus nuliui. Pirmame artinyje antro funkcijos g (iSraiSka (*) ) nario indélis taip lygus
nuliui, nes po integralu yra nelyginé funkcija. Pirmo nario indélis yra:

— Mp 3 — —\|— -2 Z'm2 3 2 m 2 5 1
=——\|dW-upy-u g=———|dUUU"| —=U"—= |=U,
§=5, Jav-ili-i'g >l (29 2)9 ' ox, A
| = > Tm ool m o, S 0) _ 2
Arba: Gg=—KVo K = dUU"| —U"—= |V ==10n
60 20 2 2

15 &ia matome, kad K yra Siluminio laidumo koeficientas. Cia mes jj pazyméjome
su tilda, nes jis apibreztas siek tiek kitaip, negu elementarioje pernasos teorijoje.
Ten mes raséme g /m=—KVT. Kadangi 6=k,T, tairySys tarp K ir K yra toks:
K =(m/k,)K . Elementarios teorijos rezultatas buvo toks: K = (4/7;)1-9;/,](8 Im.

« Dabar apskaicCiuosime slégio tenzoriy:
P (0) _ r
Pl.j—;jd v(vl.—ul.)(vj —quf +g)—§l.jP+Pl.j

Cia pirmas narys atitinka nulinj artinj, kurj apskai€iavome anksciau, P :p_ ,
0 antras — pataisg, kurig reikia apskaiciuoti. m



Tvermés désniai ir hidrodinaminés lygtys (XXIV)

| pataisg indélj duoda tik antras iSraiSkos (*) narys.
|
F; = _gAkldeUUin[UkU, —55k,U2]f(0)

IS Sios iSraiSkos nesunku jsitikinti, kad tai yra simetrinis tenzorius su nuliniu peédsaku

3
P =P Y P,=0
i=1

by Ji

Kadangi BJ' tiesiskai priklauso nuo simetrinio tenzoriaus Al,j tai jj galima uzrasyti taip

2
P = A, ——5Vu
” ”m( 3 ]

Cia 17 yra proporcingumo konstanta (kol kas nezinoma), o mVu yra A tenzoriaus

pedsakas
3
YA, = P
= 2 ox, Ox,

Belieka nustatyti konstantg 77. Dél to pakanka apskaicCiuoti bet kurig vieng tenzoriaus
Bj’. komponente, pavyzdziui P, .



Tvermés désniai ir hidrodinaminés lygtys (XXV)

1 ~

Taigi gauname:

2 2 .

 Nesunku jsitikinti, kad proporcingumo konstanta 77 yra klampos koeficientas. Dél
to reikia prisiminti klampos koeficiento apibrézimg. Jeigu atskiri dujy (skyscio)
sluoksniai juda vienas atzvilgio kito taip, kad

y u,=A+By, u,=u. =0,
! — tai klampos koeficientas eksperimentiskai
> F;r nustatomas i$ sarysio
— F, == Z

Cia F, yra trinties jéga j ploto vieneta, kuri veikia skirtingais greiciais judancius
skyscio sluoksnius. IS kitos pusés

Impulso x komponenté perduota per viena
F, = . ! ap
r sekunde j ploto vienetg y Kryptimi.




Tvermés désniai ir hidrodinaminés lygtys (XXVI)
* Perduoto impulso dydis yra m(vx —U, ) o molekuliy srautas, dalyvaujantis
impulso perdavime yra n(vy —uy) . Todél

F, = mn((vx —Uu, )(vy —u, )> = m_[ d3v(vx —Uu, )(vy —u, Xf(O) + g)

Cia indélis j integralg nuo f(o)lygus nuliui, nes funkcija po integralu yra nelyginé.
Funkcijos pataisg g galima gauti iS apytikslés kinetinés lygties (kinetinéje lygtyje
iSbraukiame iSorine jégq ir laiko iSvesting, nes nagrinéjame stacionary procesg):

6f(0) Tm au

Cia mes taréme, kad tankis0 ir temperatira 0 yra homogeniniai (nepriklauso nuo 17).

JraSsome Sig funkcijos g iSraiska | trinties jégos apibrézimg

ou m’
F,=——>——[dUVU ) =-n— my n=—r [d’UUU; [ =
oy 0 Oy
Taigi gavome tg pacig 7] koeficiento iSraiSkg ! Vadinasi, 77 i$ tikryjy yra klampos
koeficientas. (Elementarioje teorijoje turéjome tokia israiska: 7=(8/37)mé )

2
ou. Tm




Tvermés désniai ir hidrodinaminés lygtys (XXVII)
Suformuluosime Sio skirsnio pagrindinius rezultatus:

. Mes parodéme, kad pernasos koeficientus galima nustatyti iS Boltzmano
kinetinés lygties. DeI to kinetine lygtj reikia iSspresti & = Z/L tikslumu, t.y.,
be nulinio artinio f 9reikia Zinoti pirmg pataisg g . Pernasos koeficientai

proporcingi funkcijos pataisai £ irtodélyra & eilés.

. Tiesioginis patikrinimas rodo, kad nustatytos i$ kinetinés lygties pernasos koefi-
cienty iSraiskos sutampa su analogiSkomis iSraiSkomis gautomis elementariosios

teorijos remuose vieneto eilés proporcingumo konstanty tikslumu.

. Cia nustatytos perna3os koeficienty iSraiskos néra tikslios, nes susiddrimo

nariui naudojome grubig relaksacijos laiko aproksimacijg. Nemodifikuodami
susiddrimo nario galéjome gauti tikslesnes pernasos koeficienty iSraiSkas.

Tagiau tuomet apradyta ¢ia Capmano-Enskogo procedira tampa gerokai

sudetinga.

. Cia be pernasos koeficienty mes dar nustatéme $ilumos srauto (j ir slégio
tenzoriausPij iSraiSkas. Sias iSraiSkas suradome & tikslumu. Jradant jas j
tvermes lygtis galima gauti pirmo artinio hidrodinamines lygtis. Tokios lygtys
apraso klampiy dujy dinamika. Toliau ir pereisim prie Siy lygCiy iSvedimo.



Tvermés désniai ir hidrodinaminés lygtys (XXVIII)

Klampiy dujy (skyscio) hidrodinamineés lygtys
« Taigi mes nustatéme tokias Silumos srauto ir slégio tenzoriaus iSraiskas

. 2 .
G=-KVo £ =5gP—nz(A,j —?@;VUJ

Mums rejkia jas jrasyti j tvermés lygtis. Dél to reikia apskaicCiuoti tokius tris dydzius:
Vq,VP ir pA. lévedingjant jy israiskas reikia turéti omenyje, kad 77, K, u

ir iSvestinés nuo  p, @, u yra pirmos eilés mazumo dydziai. Nariai su iSvestinémis

nuo 77, K yra aukstesnés eilés mazumo ir juos galima atmesti. Tai yra, pirmame

artinyje pernasos koeficientus 77 ir K galima laikyti konstantomis. Tuomet:

Vg =—KV?6
* ApskaiCiuosime vektoriaus Vf’ i komponente: A\ m Gu 814
%, 2| O m O ) ox, 8x
S, P—n=| —A, ————3,Vii
8xj 8xj m 8x 3 8x

(Cia, kaip visuomet,

—EP— 0 Ou, 8 ou, _giv turime omenyje

o L Ox, Ox, 8x Ox, 3 0x, sumavimg pagal

! J ! pasikartojantj indeksq)



Tvermés désniai ir hidrodinaminés lygtys (XXIX)

:iP—iy Vzui+lin}' V]S=VP—77V2ﬁ—QV(Vﬁ)
OX, 3 o, 3
Pagaliau apskaiCiuosime paskutine iSraiSka:
3 3 81/1
A 2( A M s vi A, =my —L=mVii
PA=E,A, :{51‘11)_’7;(/\1‘1 _EQJV”J}AiJ ; ) gﬁxj
: 2 2 < . ~
— PZ Aﬁ —n— Aij Aif + — UZ AI.I.Vu = mPVu + (aukstesnés eilés nariai)
i=1 m i=1

3
PA = mPVii

- Jradydami gautas israiskas V¢, V}A’ ir JBZA\ j tvermés lygtis, gauname pirmo
artinio hidrodinamines lygtis.



Tvermés désniai ir hidrodinaminés lygtys (XXX)

Pirmo artinio hidrodinaminés lygtys

aa_p + V(p ﬁ) = (tolydumo lygtis)
4
)L F 1 3} 3 y _
(ﬁmv)u = ——V(P—Q(Vu)j + Iy (Navje-Stokso lygtis)
ot m p 3 o,
[Q_HJV]Q = —Ni(Vﬁ)Hﬁ—éVzé’ (Siluminio laidumo lygtis)
ot ¢y Py
[P = ip@] — idealiy dujy basenos lygtis
m
Siose lygtyse EV = — yra tenkanti vienai molekulei idealiy dujy Siluminé talpa.

Kartu su dujy blsenos lygtimi jos sudaro uzdarg lygcCiy sistemg dviem skaliariniams
kintamiesiems p, @ ir vienam vektoriniam kintamajam # . Zinant pradinius $iy
kintamuyjy erdvinius pasiskirstymus is jy galima vienareikSmiskai nustatyti tolimesne
jy evoliucijg. Pabrésime, kad skirtingai nuo nulinio artinio hidrodinaminiy lygciy,
sios lygtys apraso klampiy dujy hidrodinamika.



Tvermés désniai ir hidrodinaminés lygtys (XXXI)

 |Svedinédami Sias lygtis daréme prielaidg, kad dujos yra isretintos. TaCiau Sios
lygtys tinka ir skysciui. Taip yra todél, kad Sias lygtis galima gauti ir kitokiu btdu —
remiantis euristiniais samprotavimais. Taip Navjé-Stokso lygtj galima iSvesti
uzrasant mazam iSskirtam skyscio tareliui antrg Niutono désnj.

« Jeigu tredioje lygtyje jradysime u =0 (nagrinésime nejudandias dujas), tai
gausime jprastine Siluminio laidumo lygt;:

- 00 ~
oc, —=KV*0
ot
Nors mes jg iSvedéme iSretintoms dujoms, eksperimentiSkai nustatyta, kad ji taip
pat galioja skysCiams it kietiesiems kiinams.

Taigi pirmo artinio hidrodinaminés lygtys yra universalios —
jy taikymas nesiriboja vien tik iSretintomis dujomis!

* |Svedinédami Sias lygtys susiddrimo nariui mes taikéme gana grubig relaksacijos
laiko aproksimacijg. Nezilrint | tai mes gavome teisingas pirmo artinio
hidrodinamines lygtis, ta prasme, kad tokios pacios lygtys gaunamos nenaudojant
relaksacijos laiko aproksimacijos. Dél grubios susidlrimo nario aproksimacijos
nukentéjo tik kinetiniy (pernasos) koeficienty iraiskos. Siy idraisky patikslinimui
reikia atlikti Capmano-Enskogo procediirg esant tiksliai susiddrimo nario iraiskai.



Boltzmano kinetinés lygties pagrindimas (l)

* Ankstesniuose skyriuose mes pateikéme euristinj Boltzmano kinetinés lygties
iSvedimo budg. Mes startavome nuo daleliy judéjimo apraSymo 6-matéje vienos
molekulés fazinéje erdvéje, vadinamoje w -erdvéje. Sioje erdvéje uzradéme tolydumo
lygtj. Susidlrimo nariui aprasyti panaudojome molekulinio chaoso hipoteze. IS esmés
mes atkartojome originaly kinetinés lygties iSvedimo budag, kuriuo tg lygtj pirmg kartg
iSvedé Boltzmanas.

« Veéliau Boltzmano kinetiné lygtis buvo iSvesta griezciau. Grieztesnis iSvedimo bidas
vadinamas BBGKY metodu, pagal jj pasitliusiy autoriy pavardes — Bogoliubov,
Born, Green, Kirwood, Yvon. Siame metode startuojama nuo tikslios Liouvilio lygties,
kuri apraso N sgveikaujanciy daleliy Gibso ansamblj pilnoje 6N —matéje visy daleliy
fazinéje erdvéje (Si erdvé vadinama | -erdve). Po to apibréziama s-maté tikimybés
tankio funkcija f, nusakanti tikimybe surasti s daleliy su apibréztomis koordinatémis ir
greiiais. Tuomet funkcija f; yra jprastiné viendalelé tankio funkcija, kuriai buvo
uzraSyta Boltzmano kinetiné lygtis. Remiantis Liuivilio lygtimi, funkcijoms f galima
iSvesti tikslias dinamines lygtis. Pasirodo, kad funkcijos f; nustatymui reikia Zinoti
funkcijg f, . Funkcijos f, nustatymui reikia Zinoti funkcijg f; ir t.t. iki N- dalelés
funkcijos f . Si lygéiy sistema vadinama BBGKY hierarchija arba BBGKY grandinéle.
Boltzmano kinetiné lygtis gaunama nutraukiant Sig lygCiy grandinéle.

- Siame skyriuje mes pradzioje iSvesime Liouvilio lygtj. I3 jos gausime BBGKY lygéiy
grandinéle ir iSvesime Boltzmano kinetine lygtj. Aptarsime jos galiojimo kriterijus.



Boltzmano kinetinés lygties pagrindimas (l1)

Liouvilio lygtis

« Nagrinésime N sgveikaujancCiy daleliy sistemg. Daleliy dinamikg charakterizuoja N
impulsy  (p,,..., py)=p" irNkoordinaéiy (g,,...,Gy)=g" —viso 6N
skaliariniy kintamyjy. Sistemos blsena vienareikSmiskai nusakoma vektoriumi

(f;N *N) 6N —matéje fazinéje erdvéje, vadinamoje I" erdvéje.

2

« Kintamyjy dinamikg galima aprasyti Hamiltono lygtimis:

. . ®, 1%
}31-2—8—{{ c}i:a—{] (i=1,2,...,N) —=V,; —=V,
27 ap,

Cia H= H(pN,g’N) — sistemos hamiltonianas.

- Alternatyviai sistemos dinamikg galima aprasyti Liouvilio lygtimi. Si lygtis apraso
vienody sistemy ansamblio (Gibso ansamblio) dinamikg. Atskiri ansamblio nariai turi

skirtingas pradinés salygas, kurios vaizduojamos taskais I fazinéje erdvéje. Tie taskai
evoliucionuoja pagal Hamiltono lygtis. Jeigu ansamblyje yra pakankamai daug

sistemy, tai galima apibréZzti jy tankj p(ﬁN,ﬁN,t) :

~N =N N ;=N _ | ansamblio nariy skaiCius, kurie momentu ¢ yra mazame
) 9t f — - .
p(p 1 )d[? 1 tarelyje dpdg” ties tadku (pN g )




Boltzmano kinetinés lygties pagrindimas (lll)

« Ansamblio tankiui galima uzrasyti tolydumo lygtj. Tg lygtj mes jau iSvedéme
bendruoju atveju bet kurios dimensijos dinaminiai sistemai, kai nagrinéjome
Lanzeveno lygtj:

v L —ep)
Cia ot
e L . 0 0 0 0
z=\p ...,_b ,_b,...,_b . V= T R R R T S
Z (p 12 p N ql QN ) Ir [ apl apN aql anJ
Tuomet
8,0 Y0 (- Y0 (-
(31‘_ ;(Ti( lp) ;81(1/0)
SNO0p . Opn) o -. 0 -
Z—Z Tppﬁ—f)% —ZP — Pit—=4
1\ Op; g, o\ ap; aq,
IS Hamiltono lygCiy iSplaukia, kad paskutinis narys Sioje iSraiskoje lygus nuliui:
= = H H

_|_
aﬁ 1 aél aﬁ I aéz aé:l aﬁ I



Boltzmano kinetinés lygties pagrindimas (1V)

» Todel tolydumo lygtj galima uzrasyti taip:

op -
ap,

-1y

—b

l _QZ

81‘

i=l

|= [2

)

26

op - .
_|_ -
7 D 5 C];

/-0

Liouvilio
lygtis

Si lygtis vadinama Liouvilio lygtimi. Liouvilio lygtj dar galima uzrasyti kitaip:

dplp".q".1)

dt Ot

i=1

1

[_}-71' +_q.'ij
P q;

=N

dp(p

—-N

4
dt

1)

0

Liouvilio
lygtis

Pastaroji iSraiSka turi paprastg geometrinj paaiskinimg. Jeigu I erdvéje judésime

kartu su faziniu tasku (ﬁN,Q’N

, tai pastebésime, kad jo aplinkoje faziniy tasky tankis

nekinta. Tai reiSkia, kad I" erdvéje faziniai taskai juda tarsi nespidus skystis.

Liouvilio
lygtis

Liouvilio lygtis kartais dar uzraSoma taip:

(H.p}=Y

E

oH op OH dp

op; 0q; 0q; g,

5

-Puasono
skliaustai



Boltzmano kinetinés lygties pagrindimas (V)

BBGKY lygciy grandinéle

« Pabrésime, kad Liouvilio lygtis yra ekvivalenti Hamiltono lygtims ir yra tiek pat tiksli,
kiek yra tikslios Hamiltono lygtys. Kaip ir Hamiltono lygtys, ji aprasSo grjztama laike
daleliy dinamikg. Dabar panaudojus Liouvilio lygtj mes gausime BBGKY lygcCiy
grandinéle, ir nutraukus jg, iSvesime Boltzmano kinetine lygtj, kuri yra negrjztama.

» Pradzioje mes konkretizuosime Hamiltoniang: ¢

N —b

Z P;
=1

U =U (;7-1’) — iSorinio lauko potencialas

i=l i<j

)

V:-j = le- = ¢QI7‘; — fj D — molekuliy saveikos

potencialas TipiSki sgveikos potencialai

Paveiksliuke pavaizduoti tipiski tarpmolekulinés sgveikos potencialai. Raudona
linija atitinka kiety sfery saveikg (7, yra sferos diametras). Kartais vartojamas
Lenardo-Dzonsono potencialas(mélyna kreivé):

Ar)=de U_U e




Boltzmano kinetinés lygties pagrindimas (VI)

 Toliau naudosime tokius zymeéjimus:
Z.E(jﬁ. ,7) j‘dZiEIdBPid3’? p(l,...,N,z‘)Ep(zl,...,zN,t)
Tarsime, kad tankio funkcija normuota j vienetg

Idzl ---dsz(l,...,N,t)zl

Tuomet bet kurios funkcijos O(l,, , ,,N) , priklausandgios nuo molekuliy koordinaciy,
ansamblio vidurkis yra:

(0)=[dz-+dz,p(L....N.1)O(L,....N)

op L[(OHop OH O
« UZradysime $iai sistemai Liouvilio lygtj: a—p + Z[ P p] -0
P

o, on o o
> _2 ;__oU(r) |
5]3. m E = o — iSorinio jéga, veikianti 1-tg
l ’i molekule
H__F_SK I
or, b K. =-— — tarpmolekulinés saveikos jéga



Liouvilio lygtj galima uzrasyti taip:

Boltzmano kinetinés lygties pagrindimas (VII)

[2‘”1 (L. N)}P(l,...,N,t)=o

Cia
. N1 L
Iyl o N)=>"8+=>"
i=I 2#]‘
‘i‘zﬁi —;ﬁ_,
m or, - p,
A - 0 = 0
Oy =Ky —+K;, —
P, p; (A
Ji
:[_{ij ?._ ?
p;  p,

Viendalelé tankio funkcija
apibréziama taip:

£(7, b.t) <Z5p p,)5

=de22 ---dsz(l,...,

)
N,t)

Cia daugiklis N atsiranda dél to, kad visi
nariai sumoje duoda tg pacig verte, nes

0 yra simetrine atzvilgiu z;,* ", Z .

Funkcijos f, apibréZimas sutampa su
Boltzmano lygties tankio funkcija. Skirtu-
mas tik toks, kad Cia vietoj greicio kintamo-
jo ¥ mes naudojame impulsg: p = myv

Bendruoju atveju s-dalelé tankio
funkcija apibréziama taip:

N
.,S,Z)E (N—S)!jdzﬁl --dsz(l,...,N,t)




Boltzmano kinetinés lygties pagrindimas (VIII)

« Kombinatorinis daugiklis funkcijos f apibrézime yra deél to, kad mums nertpi, kuri

dalelé yra taske z z,, kuri taske z z, irt.t. Toliau tarsime, kad funkcija f yra simetriné

Z1= Z atzvilgiu, t.y. sukeitus bet kuriuos Z |rZ kintamuosius vietom ji nepasikeicia.
N!

« Padaugine Liouvilio lygtj iS — - ir suintegrave pagal z

funkcijos £ dinamine lygtj: ( _S)!

1> "»Zy gauname

o . o.M :
= P=hp =) aﬁ——mjdzﬁl'“dzgvh]vp

N!
(N—_S),_[dzsﬂ edzy,

—

- Operatoriuje A,, iSskiriame narius su koordinatémis FARTEN S

A

J
( ) ZS+ZS+ ZQU+— ZQU+ZZQU N
F 87 R
s N S
=h(l,....s)+ 7, (s+1 ,N)+Z]: Zlg}y |
i=l j=s+



Boltzmano kinetinés lygties pagrindimas (1X)

- Pastebésime, kad J‘afzs+1 .. -dZN/:IN_S (S +1,..., N)p(l, A t) =0

Si lygybé yra dél to, kad operatorius hN_Ssudarytas IS iSvestiniy pagal P su

nepriklausomais nuo P koeficientais ir i$ iSvestiniy pagal 7 su nepriklausomais nuo r
koeficientais. Todél integralas iSreiSkiamas per funkcijos p vertes ant fazinés erdvés
riby. Mes tariame, kad o lygi nuliui, kai erdviniai ar impulso kintamieji artéja prie 00

~

+ AtsiZvelgiant j tai, kad nariai su /,__

0 N! s X,
R e

i=l j=s+1
(suma pagal j duoda

( Z Z Idz -dZNij(l,...,N,l)

' N-s vienody nariy)
=— —Z N - dez -dZNQ.’S“p(l,...,N,t)
__ZId S+1 ls+1 N S+1 IdZ dZNpl 9N’t)

:_Zjd S+1 i,s+1 s+l 1 '7S+1’t)

iSnyksta, funkcijos fS lygtj galima uzrasyti taip:




Boltzmano kinetinés lygties pagrindimas (X)

A | 0

Dabar prisimename, kad operatorius Qy =Ki. —— |, todél

"\, b,

0 0
[at +h )f :_Zjd Zo41 zs-l—l[ }_51_ aﬁSH J/SH(L“.,S_FLI)

Cia integralas nuo antro nario lygus nuliui, nes funkcija f.—0 kai p_, —tc0.
Todél galutinai gauname tokig BBGKY lygciy grandinéle (hierarchija):

(aal‘ +h ]f __Z_[d Zs+l ls+1 aplfwl(l:“':s‘l'lgt) (SZI,...,N)

- Cia kairios pusés nariai apra$o s-daleliy kompleksy dinamikg. Kai s>1, kairioji
pusé jskaito susidurimus tarp s molekuliy. DeSine Sios lygties puse galima aiskinti
kaip ,susiddrimo integralg®, kuris apraso nagrinéjamy s daleliy susidirimus su
Lisorinémis dalelémis® ir tokiu badu suria f, su f,,;.

» Taigi BBGKY lygtys yra N lygCiy grandinélé, siejanti s-daleles tankio funkcijas su
s+1 -dalelémis funkcijomis, pradedant nuo viendalelés funkcijos ir baigiant N-dalele
funkcija. ISvedinédami Sig lygC€iy grandinéle nedaréme jokiy rimty prielaidy, tad ji yra
tiek pat tiksli, kiek yra tiksli Liouvilio lygtis, arba Hamiltono lygtys.




Boltzmano kinetinés lygties pagrindimas (XI)

Dabar panagrinésime saglygas, kada Sig lygCiy grandinéle galima nutraukti, t.y. kada
galima apsiriboti keliomis pirmomis, o galbdt tik viena pirma lygtimi. Dél to uzrasysime
iSreikStu pavidalu pirmas dvi Sios grandinélés lygtis:

0 5 0 oL
[ pl Jfl Zl? Ide ~ fz(zlazzat)
p 0

of m Gr D,

00 P 0 ;0 p 0 g0 0Nz )=
o mév mon  ep, dp, 2"

=~ 0 - 0 Lo
:—J.dZ{Km+K234]f3(21,22,23,t)

op, " op,

Siy lyg&iy nariai turi dimensijg f; . Visus narius galima surasiuoti pagal tris
skirtingus laiko mastelius: laikas

[ ) T — laikas, per kuri molekulé nukeliauja
= O 1 T - molekuliy susi- ﬁ* 0 o — 1 e » per fury a

K—oc — _ . i charakteringa atstuma, ant kurio es-
\ 8}3 T ) darimo laikas 8p 7, miniai pakinta iSorinis potencialas
C
[ p 0 1 ) T~ laikas, per kurj molekulé nukeliauja
oC charakteringa atstuma, ant kurio es-

UL or (2, miniai pakinta tankio funkcija f,



Boltzmano kinetinés lygties pagrindimas (XII)

« Dabar aptarsime kada antroje lygtyje galima atmesti paskutinj narj ir gauti uzdarg
lygCiy sistema. Po to parodysime, kad pirma lygtis virsta Boltzmano kinetine lygtimi.

» Pastebésime, kad pirmoji lygtis BBGKY grandineéléje yra iSskirtiné. Tik jos kairéje
puséje néra nariy, aprasanciy tarpmolekuline sgveika, nes f1 yra viendalelé funkcija.
Todél visi kairés pusés nariai yra santykinai mazi (léti). Susiddrimo integralas desinéje
Sios lygties puséje apsprendzia Sios funkcijos charakteringg laiko mastel;.

» Antroje grandinélés lygtyje (ir auksStesnés eilés lygtyse) kairéje puséje yra susi-
ddrimo narys, kurio eilé l/z'c . Susiddrimo narys deSinéje puséje yra santykinai
mazas, nes jis apraso tridalele saveika. Jisyra &, En};f <<1 karty mazesnis
(Cia n yra daleliy tankis, o r, — charakteringas tarpmolekulinés sgveikos atstumas)
uz I/Tc’ nes integralas pagal ;73 yra ne nulis tik atstumuose eilés r,. Parametro g,
jvertinimui jraSome standartinius dydzius 7, ~ 10%cm, n~10"cm™ ir gauname,
kad &, ~107°

 ISbrauke antroje lygtyje deSine puse nutraukiame BBGKY grandinéle:

/ —
0 0 . =~ 0 /. . 0
arhE el ke sin(F)

o po po 1-(o o). .
+ + +—K — ,Z5,0)=0
o moE mon 2 1’2( *]fZ(ZI 1)

ap, ap,




Boltzmano kinetinés lygties pagrindimas (XIII)

« Tai yra funkcijy f, ir f, dvi sukabintos lygtys. Kad bity paprasciau, ¢ia mes
nerasome isorinés jegos nariy. Mes taip pat tariame, kad tarpmolekuliné jéga
veikia (nelygi nuliui) tik atstumu r,. Tg faktg mes pabréziame, pazymédami pirmos
lygties integralg indeksu r,. Tai reisSkia, kad tas integralas pagal erdvinius
kintamuosius skaiCiuojamas srityje ‘l_’i —772‘ <7,.

« Pagrindiné gautos lyg¢iy sistemos kokybiné savybé yra ta, kad funkcijos f,
charakteringi laiko ir erdvés masteliai yra 7 ir ry, o funkcijos f, tie masteliai yra l/gn

karty didesni. Kitaip tariant, funkcijos f, kitimas erdvéje ir laike yra Zymiai
lékstesnis, negu funkcijos f,.

« Funkcijoje f, koreliacijos atsiranda dél sgveikos tarp daleliy 1 ir 2. Jeigu atstumas
tarp daleliy 1 ir 2 yra didelis, tai f, galima iSreiksti viendaleliy funkcijy sandauga:

AN — ) VER)
9\

 Taciau susidurimo nario (81‘ lusid apskaic¢iavimui mums reikia zZinoti f, ne
srityje, kur dalelés nekoreliuoja, o atvirksciai, toje srityje kur dalelés susiduria, t. .
srityje ‘17'{ —17;‘ <.



Boltzmano kinetinés lygties pagrindimas (XIV)

« Pasinaudojus tuo faktu, kad funkcijos f, lygtis yra greita, joje galima iSbraukti laiko
iSvestine ir surasti funkcijg f, srityje ‘;7; _;72‘ <7, - Tuomet paaiskeja, kad 8i lygtis
apraso jau nagrinétg dviejy sgveikaujanciy daleliy sklaidos uzdavinj. Kai dalelés yra
toli viena nuo kitos, funkcijg f, galima isreiksti viendaleliy funkcijy sandaugos
pavidalu fz(é'l,fz,t)zf](fl,z‘) 2(22,t) - i§ esmeés tai funkcijos f, krastiné sglyga. Cia
Sios lygties sprendimo detaliy neaptarinésime, jas galima surasti knygoje: Kerson
Huang, ,Statistical mechanics®, p. 69. |rasius surastg dvidalelés funkcijos f, iSraiSkg
j pirma lygtj gaunama tokia susiddrimo nario formulé :

0 - = i U D7 D..r
[5@ = | p,dCly, =V, |o( QLA (B, F.0) /(5. P )= f1(BnF o) (B )]
susid

« Tai tiksliai sutampa su susidirimo nario israiSka, kurig gavome, kai Boltzmano
kinetine lygtj iSvedinéjome euristiniu, Boltzmano pasitlytu metodu. Pirmoji BBGKY
grandinéles lygtis tuomet tiksliai sutampa su Boltzmano kinetine lygtimi:

5+P1 a_. ﬁ(glﬂt):[%)
at m a}/i at susid




Boltzmano kinetinés lygties pagrindimas (XV)
 Taigi Boltzmano kinetine lygtj galima iSvesti is tikslios Liouvilio lygties atliekant
tokias operacijas:

1. Pradzioje iS Liouvilio lygties gaunama sukabinty BBGKY lygCiy grandinélé
daugiadaleléms funkcijoms f, , f, , ..., f.

2. I8retintoms dujoms ( mfs =¢, <<1) jg galima nutraukti ties antra lygtimi.

BBGKY grandinélés nutraukimas ekvivalentus tridaleliy susidtrimy nepaisymui.
3. Isretinty dujy atveju dvidalelé funkcija greitai kinta laike ir erdveéje. Todél

dvidalelés funkcijos lygtj galima apytiksliai iSspresti ir iSreiksti jg viendalele
funkcija. JraSius Sig iSraiSkg j viendalelés funkcijos lygtj gaunama uzdara kinetiné
lygtis, kuri sutampa su Boltzmano kinetine lygtimi.

« Pastabos:
1. Viendalelé funkcija f, yra pilnos tankio funkcijos p (kuri apibréziama 6N —

mateje [ -erdvéje) projekcija j vienos dalelés 6-mate / -erdve:
£F.p.t)=N[dz, -z p(L....N.1)

Toks drastiskas dinaminiy kintamyjy sumazinimas jmanomas tik iSretintoms
dujoms (&, =nr;, <<1).

2. Istoriskai, kinetinés fizikos tyrinétojai padéjo nemazai pastangy, norédami iSvesti
Boltzmano lygtj esant dideliems daleliy tankiams, kai &, yra vieneto eilés.
TaCiau 1970 m. E.G.D. Cohen ir J.R. Dorfman jrodeé, kad BBGKY grandinélés
nejmanoma iSspresti skleidziant sprendinj &, laipsniais (animacija dideliems &g,).



