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Eksperimentinis Brauno daleliy judéjimo vaizdas Robert Brown (1773-1858)

* 1827 m Skoty botanikas Braunas mikroskopu tyringéjo pamirkytas j vanden;
ziedadulkes ir pastebegjo jy netvarkingg judejimg. Pradzioje jis mané, kad Sis judéjimas
yra gyvybés pozymis. Norédamas patikrinti Sig hipoteze, jis atliko eile eksperimenty su
labai senom ziedadulkém, zuvusioms pries Simtmetj, ir labai nustebo, pamates, kad
jos taip pat juda. Siuos eksperimentus Braunas aiskino nepaprastu Ziedadulkiy lgsteliy
gyvingumu, ilgai isliekanciu po gélés zuvimo.

e Véliau jis atliko tyrimus su mazom uolienos dalelém ir priéjo iSvados, kad judé&jimo
priezastis yra fizikiné, o ne biologiné. TacCiau kokia ta konkreti fizikiné priezastis jis
paaiskinti nesugebéjo.



Jvadas (lIl)

19 amziaus pabaigoje dalis mokslininky Brauno dalelés judéjimg aiSkino mazy nema-
tomy molekuliy smugiais. TacCiau kiekybinis Sio reiskinio aprasymas nebuvo zinomas.

Brauno judéjimo paaiskinimas



Jvadas (lI1)

* 1905 m. A. Einsteinas paskelbé garsy straipsn;:

A. Einstein ,Uber die von molekular - kinetischen Theorie
der Warme geforderte Bewegung von in ruhenden
FlUssigkeiten suspendenten Teilchen,”

Ann. Phys. (Leipzig), 14, 549 (1905),

kuriame pasialé kiekybine Brauno judéjimo teorijg (nors
raSydamas §j straipsnj jis nezinojo Brauno eksperimenty).

- Sios teorijos rémuose buvo gautas sarysis tarp makro-  Alpert Einstein (1879-1955)
skopiSkai matuojamo dydzio — difuzijos koeficiento D — ir
mikroskopiniy medziagos parametry:

RT R — dujy konstanta, T — temperatira, 77 — skyscio klampumas,

D a — Brauno dalelés spindulys.

- N ,6rna

N, = 6.02x10%— mol- — Avagadro skaicius

Taigi pagal Einsteino teorija, iSmatavus difuzijos koeficienta, galima
apskaiciuoti mikroskopinj medziagos parametra — Avagadro skaiciy, t.y.
nustatyti kiek yra molekuliy 18 — oje gramy vandens.



Jvadas (1V)

* 1910 m. prancuzy mokslininkas J. Perrin straipsnyje:

M. J. Perrin ,Brownian movement and molecular reality,”
(Tailor and Francis, London, 1910)

apraseé eksperimentinius Brauno judéjimo tyrimus,
paremtus Einsteino teorija.

 Difuzijos koeficientg jis nustaté stebédamas Brauno dale-
lés judéjimg ir skaiCiuodamas vidutinj kvadratinj nuokrypj:

Jean Perrin (1870-1942)

<(x(t)—x(0))2> =2D1 x(t)— Brauno dalelés koordinate laiko momentu t

Pritaikes EinSteino sgrysj J. Perrin ganétinai tiksliai apskaiCiavo Avagadro skaiciy.
LaiSke EinSteinui jis rasé: ,As nesitikéjau, kad Brauno judéjimg galima tirti tokiu
tikslumu®

Po Einsteino ir Perrino straipsniy molekuliné medZzZiagos teorija tapo
visuotinai pripazintu mokslu, nors pries tai buvo nemazai skeptiky.



Empiriné Brauno judejimo teorija (1)
Brauno judéjimas, kaip stochastinis procesas

e Tarkime, kad tam tikrg laikg O<t<T eksperimentiSkai stebime Brauno dalelés
judéjimg. Kad buty paprasciau, nagrinésime vienmatj uzdavinj, t.y. tirsime dalelés X
projekcijas. Mes pakartojame Siuos eksperimentus N karty (arba kartu stebime N
vienody tarpusavyje nesgveikuojanciy Brauno daleliy) ir gauname N realizacijy (jrasy):

X, (t), X, (t), ces Xy (1‘)

* AiSku, kad visos Sios realizacijos yra skirtingos, nes eksperimenty rezultatai
neatsikartoja. Skirtingai nuo mechanikos mokslo, mes Cia negalime tikétis dalelés
judéjima aprasdyti deterministinémis lygtimis. Sis judéjimas yra salygotas daugelio
molekuliy smagiy (deterministiniame aprasyme tekty uzduoti visy molekuliy pradines
salygas) ir todél natlralu taikyti statistinj apraSyma.

« Mes tariame, kad dalelés nuokrypis nuo pradinés padéties X, laiko momentu t yra
atsitiktinis dydis ir kiekvienas jrasas X;(t) yra atskira statistinio ansamblio realizacija.
Jeigu N artintume prie begalybés, mes turétume galimybe empirisSkai nustatyti
nuokrypiy pasiskirstymo funkcijas. AiSku, kad tos funkcijos parametriskai priklausys
nuo laiko t. Tokig situacija, kai tikimybes tankio funkcija priklauso nuo laiko, mes jau

turéjome atsitiktinio klaidziojimo uzdavinyje.
* Brauno dalelés judéjimas yra stochastinio proceso pavyzdys, nes Cia
atsitiktinis dydis X, kinta laike.



Empiriné Brauno judéjimo teorija (I1)
« Stochastiniai procesai lengviau suprantami, kai jie nagrinéjami diskretinio laiko
skalgje: 0<t, <t,---<t, <T = x(;l ), x(12 ),...,x(tn) - kintamojo X, realizacija.

t e Stochastiniam procesui aprasyti apibrézia-
mos tokios tikimybés:

W (ox, ¢ )dx = Pr{x <x(t)<x+ dx}

Tai yra tikimybé, kad momentu t kintamojo X; verté

Sy bus intervale tarp X ir X+dX. Si tikimybé
%2 — nenusako vienareikSmiskai stochastinio proceso.
L

Reikia dar apibrézti tokias daugiamates tikimybes:
W, (Jc'l,,fl;xz,s‘2 )dxldxz = Pr{x1 < x(i‘l ) <x +dx,x, < x(t2 )ii X, + dxz}
Tai yra tikimybe, kad kintamojo X, verté momentu '[1 bus intervale tarp Xq ir X1+dX1
ir momentu t, bus intervale tarp X, ir X,+dX,.
* Bendresné n — maté tikimybé apibréziama taip:
Wn(xl,fl;xz,fz;---,xn,fn)dxldxz edx, = Pr{xj. < x(fj)i X+ dxj,j = 1,2,---n}

Stochastinis procesas X, yra pilnai apibrézZtas, jeigu yra Zinomos Sios
tikimybés bet kuriai laiko tasky sekaiisn (n=1,2,..., o).



Empiriné Brauno judéjimo teorija (lI1)

* Akivaizdu, kad integruojant daugiamate tikimybe pagal vieng is kintamuyjy galima
pazeminti jos eile:

II/V;r(xptl;xZ’tZ;”.9xn9tn)dxn :VV;H(Xlatl;xzatz;'”ax ! )

n-1°"n-1

* IS auksciau apibrézty tikimybiy galima iSvesti eile kitokiy tikimybiy. Labai svarbi yra
peréjimo (salygine) tikimybé, kuri apibréziama kaip tikimybé, kad momentu t;
Brauno dalelé atsiras intervale tarp X, ir X;+ dX,, jeigu momentu t, ji buvo ties X

W(xt‘xt)dx (Gia sal soma kairioi
P 20025021051 1 Cla sglyga rasoma Kalirioje
(xo»to ‘xlﬂtl)dxl -

I/Vl ( X, to) vertikalaus briksnio puséje)
» Sig formule galima perrasyti taip:
jdxo Wz(x():to;xlatl):Wl(x()nzo)P(ono|x1at1) XX
* Suintegrave pagal X, dél W, gauname .
I/Vl(xlatl):_[M(xovto)P(xo:to|x19t1)dxo O> o

- Tikimybé, kad momentu t, dalelé yra taske X;, gaunama
susumavus visus galimus peréjimus iS visy jmanomy tasky pries
tai esancCiu laiko momentu t,< t; Iy




Empiriné Brauno judéjimo teorija (V)

» Peréjimo tikimybé tarp dviejy laiko tasky yra dazniausiai naudojamas dydis,
nors galima pateikti ir bendresniy peréjimo tikimybés apibrézimo pavyzdziui:

W,I_l(xo,ro;xl,z‘l;---'x z‘,)dxl---dx,,j

>R "n

I/VI(X(HTO)

P(xonro |X1,Z‘1;---;J<‘ [ )dxl---dx” =

N3 n

Tai tikimybé, kad dalelé budama pradiniu momentu t, taske X, laiko momentais
ty,...,t, pereis j atitinkamus taskus Xy,...,X,.

Apibrézty tikimybiy taikymas nesiriboja Brauno judéjimo teorija, jomis
grindZiama Zymiai bendresné stochastiniy procesy teorija.



Empiriné Brauno judéjimo teorija (V)

Elementari Brauno judéjimo teorija
« Brauno judéjimas yra labai sudétingas reiskinys ir gali bati nagrinéjamas jvairiais
sudétingumo lygiais. Mes pradésime nuo pacio paprasciausio Sio reiskinio modelio.

* Nagrinésime terpe, kurioje yra daug Brauno daleliy ir jy tankj aprasysime funkcija
n(x,t). IS eksperimento zinome, kad bet koks pradinis tankio nehomogeniskumas
pranyksta — sistema artéja prie blisenos su homogeniniu daleliy pasiskirstymu. Toks
procesas aprasomas difuzijos lygtimi. Pagal Fiko (A. Fick) déesnj bet koks
nehomogeniskumas sukuria daleliy srautg proporcingg koncentracijos gradientui:

: 2
Ja = _Dﬁ_n ' i __@_d:Dé_n — Difuzijos lygtis

Ox tolydumo lygtis ot - o ox>

 Jeigu daleles veikia homogeninis laukas, pavyzdziui gravitacijos laukas, tai
atsiranda papildomas daleliy srautas, sglygotas Sio lauko:

nk (u — dalelés greitis, F — iSoriné jéga, m — dalelés masé,

Jrp =Nnu= my  y— rinties koeficientas (my=67ar))

Tuomet pilnas srautas ir tolydumo (difuzijos) lygtis atrodys taip:

nk on on o ( nF 0’n
oy M _pon o__°9 +pe”
J=Ir ¥ Ja Ox e A P ax( j

Ox*

L




Empiriné Brauno judéjimo teorija (VI)

* |S statistinés fizikos kurso zinome, kad Brauno dalelés gravitaciniame lauke po
pakankamai ilgo laiko turi pasiekti pusiausvyrinj Boltzmano pasiskirstyma:

)20 FE-)) - s

kT kT T — skyscio temperatura)

Sis pasiskirstymas turi tenkinti difuzijos lygtj su nuliniu srautu j=0, t.y. pusiausvyroje
difuzijos ir iSorinés jégos srautai kompensuoja vienas kitg (paprastas detaliosios
pusiausvyros pavyzdys):

nF F DF F(x—xo)]
= 4] __D_—O — nlx, Jex =0
J=Jr T J]a= my :> (m]/ kT] (0) p( T
VR 1
F _DF ~0 :> Dzk—TZ/JkT - Einsteino U= — u _judrumas
my kT my Sqrysis my F

« Einsteino sarysis yra fundamentalus nepusiausvyrinés statistinés fizikos
rezultatas. Jis nustato rysj tarp dviejy skirtingy disipaciniy procesu, kurie nusako
sistemos artéjimg prie pusiausvyros. Konstanta D apiblddina nehomogeniniy
fluktuacijy difuzijg, o konstanta x aprasSo sistemos atsakg j iSorine jéga ir
charakterizuoja Brauno dalelés energijos praradimg dél trinties.



Empiriné Brauno judéjimo teorija (VII)

» Grjzkime prie laisvy (be iSorinés jégos) Brauno daleliy judéjimo uzdavinio. Jeigu
daleliy koncentracija néra labai didelé, tai galime nepaisyti daleliy sgveikos ir
tuomet jy koncentracijg skirtingais laiko momentais galime susieti su pradine
koncentracija. Panaudodami ankscCiau apibréztg peréjimo tikimybe galime uzrasyti:

n(x,t)= In(xo,tO)P(xO,z‘O | x,)dh,

Kadangi n(x,t) tenkina difuzijos lygtj bet kuriai pradiniai sglygai n(x,,t,), tai ta pacia
difuzijos lygtj turi tenkinti ir peréjimo tikimybeé:

2 pradine salyga:

on o°n 0 0
E:D@ :> EP(xO,tO |x,r):D$P(xo,t0 Ix,l‘) P(xo,to |x,tj,:,o zé(x—xo)

Sios lygties sprendinys, tenkinantis pradine salyga, yra Gauso funkcija:

J47d)l(z —1,) eXp[_ S)EL)‘: )]

P(xovto |x,l‘)=




Empiriné Brauno judéjimo teorija (VIII)
Markovo procesal
* IS peréjimo tikimybeés iSraiSkos matome, kad tikimybé surasti dalele taske X
momentu t, kai momentu t, ji tikrai buvo taske X,, nepriklauso nuo to, kur dalele
buvo prieS momentag t;. Sig savybe bendruoju atveju galima suformuluoti taip:

P(x r'---;x_l,t_l;xo,to|x,t)=P(x0,to|x,t) (t_n<---<t_1<z‘0<t)

—n>"—n?

» Stochastiniai procesai, kurie tenkina Sig sglygg vadinami Markovo procesais.
Taigi Markovo procesai yra procesai be atminties. Peréjimo tikimybé priklauso tik
nuo dalelés padéties pries tai esancCiu laiko momentu t; ir nepriklauso nuo to, kur ta
dalelé buvo ankstesniais laiko momentais. Brauno dalelés judéjimas yra Markovo
proceso pavyzdys, nes jo peréjimo tikimybé tenkina Sig sglyga.

Markovo procesas pilnai aprasomas dviem funkcijom: W, (x,¢)ir P(xo,to | x, t)
* Visos aukstesneés eilés tikimybés redukuojamos j Sias dvi funkcijas, pavyzdziui:
Idxl‘ %(xoarﬂ;xlsrl;x23t2): Wz(xmro;x1ar1)P(xuaro;xlaﬁ | xzarz)
= Wl(xmro)P(xo:ro | x1=r1)P(x1=r1 | xzsrz)
Suintegrave Sig lygybe pagal X; gauname:
W2 (x09t0;x2912): Iyl(XO’tO)J.P(xﬂﬁtO | xl9tl)P(xl9t1 | x29t2 )dxl



Empiriné Brauno judéjimo teorija (IX)

* Kadangi Wz(x()ato;xzatz)”/Vl(xo»to):P(x()»to | xzatz)
tai peréjimo tikimybei gauname integraline lygt;:

P(xmto |xzatz):J.P(x0=to |xlﬂtl)P(xlntl |xzntz)dx1 (1y<t,<1,)

Tai yra suderinamumo arba Capmano ir Kolmogorovo lygtis.

Si lygtis reidkia kad peréjima (xo,to)—> (xz,tz) galima suskaldyti j du procesus

(xo»to)% (xlﬂtl)_) (xzafz)
t.y. peréjimas vyksta per tarpine biseng (xl,t1 ) Proceso Markoviskumas
pasireiSkia tuo, kad dviejy nuosekliy procesy tikimybés dauginasi. Tai reiSkia, kad
Sie du nuoseklis procesai yra statistiskai nepriklausomi. Peréjimo (xl 1 ) N (xzafz)
tikimybé nepriklauso nuo pries tai buvusio perejimo (xo,zo)—> (xl,tl) .

» Galima tiesiogiai patikrinti ir jsitikinti, kad Brauno dalelés peréjimo tikimybé
P(x t, | x t)= 1 exp —M
02°0 ) \/47@(1‘_1‘0) 4D(l‘—to)

kurig gavome i$§ paprasty empiriniy désniy, tenkina Capmano ir Kolmogorovo lygtj.
Tai iS esmeés yra pasekme to, kad Si peréjimo tikimybé apraSoma pirmos eilés pagal
laikg diferencialine lygtimi (difuzijos lygtis yra pirmos eilé pagal laikg diferenc. lygtis).




Empiriné Brauno judéjimo teorija (X)

Brauno judejimas ir centrine ribine teorema
* Nesunku pastebéti, kad Brauno dalelés peréjimo tikimybé

| (x—xO )2

Plgsty | x.1) = Ja(t—1,) exp(_ 4Dl _t‘))]

sutampa su tikimybés israiska, kurig gavome atsitiktinio klaidziojimo uzdavinyje. IS
tikryju, jeigu Cia jraSysime X,= 0 ir t; = 0, t. y., kaip ir klaidZiojimo uzdavinyje, pradiniu
laiko momentu dalele patalpinsime koordinacCiy pradzioje, tai gausime tiksliai tg pacCig
tikimybés iSraiSka, kaip ir atsitiktinio klaidziojimo uzdavinyje:

1 2
)= P00l x1)= L exp(_ fm]

» TaireiSkia, kad Brauno dalelés judéjimas gerai aproksimuojamas atsitiktiniu

klaidziojimu, kai dalelé maZzais zingsniais su vienoda tikimybe juda tai | kaire tai |

deSine. Atsitiktinio klaidziojimo uzdavinyje turéjome tokig difuzijos koeficiento iSraiska:
A2

D="—
2T

Cia A yra dalelés elementaraus Zingsnio ilgis, o 7 - Zingsnio trukmé.



Empiriné Brauno judéjimo teorija (XI)

« Atsitiktinio klaidziojimo uzdavinyje daréme daug specifiniy prielaidy apie dalelés
judéjimg. Mes taréme kad dalelés judéjimo Zingsnis A nekinta, be to mes postulavo-
me, kad judejimas j kairg ir desing vienodai tikimi. Taciau Gausinis Brauno dalelés
pasiskirstymas gaunamas is Zymiai silpnesniy prielaidy. Sis pasiskirstymas, iS esmés
yra centrinés ribinés teoremos pasekmé.

* Tarkime, kad Brauno dalelés judéjimas susideda i$ daugelio mazy (nebutinai
vienody) zingsniy AX; taip, kad atstumas, kurj dalelé nukeliavo iS koordinaciy
pradzios per laikg t =N 7 (N — zingsniy skaicius, 7— zingsnio trukmé) yra:

x(t)= Ax, + Ax, +--+ Ax,,
Tuomet: (x(7))={Ax, + Ax, ++-+ Ay ) = {Ax, )+ (Ax, )+ +(Ax, ) = 0
)= (Zh T A ) =30 3 (axax ) =30 ((ax, F = N{(ax)

Cia mes tariame, kad procesas yra Markovo ir todél atskiri Zingsniai statistiskai
nepriklausomi, todel: <Axl.ij> =0 ,kai i#]

 Taigi iS gana bendry prielaidy gauname pazjstamas formules:

<x2(t)> =1 <(AX)2> =2Dt, DZM

T 2T




Empiriné Brauno judéjimo teorija (XII)

« Pazymékime, kad Siame iSvedime mums neprireiké detaliy ziniy apie atskiry zing-

sniy tikimybés pasiskirstymo funkcijg P ,,(AX). Mes panaudojome tik du postulatus:
(AX)=0 ir <Axiij> - <(Ax)2>5,-,,- ( 6, ; — kronekiris)

« IStikryjy zinios apie atskiry zingsniy pasiskirstymo funkcijg nereikalingos ir

nustatinéjant detalesne informacijg apie Brauno dalelés judéjimg. Jeigu tas judéjimas

susideda iS daugelio statistiSkai nepriklausomy zingsniy sumos

X =Ax; +Ax, +---+Ax,

tai uzdavinys apie atsitiktinio dydzio X tankio funkcijos P, (X) nustatymg yra
ekvivalentus uzdaviniui apie paklaidy pasiskirstymo funkcijos suradimg, kurj mes
sprendéme aptariant centrine ribine teoremg. Skirtumas tik toks, kad ten
nagrinéjome suvidurkintg suma, t.y. sumg padalintg iS N. Mes gavome, kad dideliy
N riboje sumos tikimybés tankio funkcija artéja prie Gausinio skirstinio. Taip kad ¢Cia
pakanka tik nusirasyti seng atsakymg (reikia tik atsizvelgti j tai, kad dabar suma
nedalinama i$ N ir kad N=t/7):

((axF)

1 X’
P02 T ™ am ) P
T

Taigi Gausinis Brauno dalelés tikimybés pasiskirstymo désnis iS esmés
iSplaukia is labai bendros centrinés ribinés teoremos.




Lanzeveno (Langevin) lygtis (1)

« |ki Siol Brauno dalelés judesius nagrinéjome remiantis statistikos principais ir kai
kuriomis fenomenologinémis lygtimis. Mes nenaudojome jokio Brauno dalelés
judéjimo modelio. Dabar pagrindinius EinSteino rezultatus iSvesime startuojant nuo
Brauno dalelés judéjimo lygties.

Deterministiné judéjimo lygtis
» Skystyje judanCig Brauno dalele veikia trinties jéga, kuri pagal Stokso désnj
proporcinga greiCiui. Tad galime uzrasyti tokig judéjimo lygt;:

(v — dalelés greitis, m — masé, a — spindulys
y— trinties koeficientas, 7 — skyscio klampumas)

my=F, =—myv| (my =6mn)

Tai yra deterministiné (diferencialiné) judéjimo lygtis — dalelés greicio
elgesys pilnai nusakomas pradine sglyga v(0). Greitis eksponentiSkai mazéja:

W) =w0)e™ =w0)e™|  (z=1/y)

 Kokia yra fizikiné trinties jégos prigimtis? Atsitiktinai judancios skyscio
molekulés susiduria su dalele. Kriptingai judancios dalelés impulsas yra
perduodamas atsitiktinai judanCioms molekuléms ir dél to dalelés greitis mazéja.
TaCiau deterministinis apraSymas galioja tik kol dalelés masé yra pakankamai
didelé, t.y. kol dalelés Siluminés greicio fluktuacijos yra mazos.



Lanzeveno lygtis (Il)

Stochastine judejimo lygtis

« Kai Brauno dalelé yra termodinaminéje pusiausvyroje su skysciu, jos Siluminj
greitj galima apskaiciuoti panaudojus tolygaus siluminés energijos
pasiskirstymo pagal laisvés laipsnius princip3a:

m<v2>_k2T — Wﬂ/@j/%

2

- Jeigu dalelés masé yra maza, tai Siluminis greitis v; gali tapti pastebimas. Todél
skyscCio poveikio modeliavimas Stokso jéga ,mazos® masés dalelei yra netikslus.
Jeigu mazos Brauno dalelés masé yra zymiai didesné uz skyscCio molekulés mase,
tai Stokso jéga vis dar apytiksliai aprasys skyscio poveikj. TaCiau judéjimo lygtj reikia
modifikuoti taip, kad aukSciau uzrasyta Siluminio greiCio iSraiSka bty teisinga.

« Lanzevenas (Langevin) pasitlé tokig judéjimo lygties modifikacija:

my = I +FL(I):—myv+ﬂ(t)

Papildomai prie Stokso jégos jis pasidlé pridéti fliuktuojancia jéga F(t). Si jéga yra
stochasting, arba atsitiktiné, jos savybés uzduodamos tik vidurkiams. Diferencialiné
lygtis su atsitiktine nuo laiko priklausancCia jéga vadinama stochastine diferencialine

lygtimi.



Lanzeveno lygtis (lll)

« Kokia yra stochastinés jégos prigimtis? Jeigu norétume tiksliai spresti Brauno
judéjimo uzdavinj, tai tekty uzrasSyti judéjimo lygtis visoms skyscio molekuléms, kuriy
skaicCius yra eilés 1023, Tokj lygéiy kiekj iSspresti nejmanoma. Netgi jeigu pavykty jas
iSspresti reikty uzduoti visoms joms pradines sglygas. Akivaizdu, kad
eksperimentiskai nustatyti skyscCio molekuliy pradines sglygas nejmanoma. Jeigu
mes nagrinétume kitg identiSkg sistemg (skystis ir Brauno dalelé), su vieninteliu
skirtumu, kad jos vandens molekuliy pradinés sglygos yra kitokios, tai mes gautume
kitg Brauno dalelés trajektorijg. Kaip paprastai daroma statistinéje mechanikoje, mes
nagrinésime tokiy sistemy ansamblj (Gibso ansamblj). Tuomet atskiri ansamblio
nariai turés skirtingas atsitiktinés jégos F, (t) realizacijas ir vienintelis ,protingas”
tokios sistemos tyrimo budas yra Sios jégos poveikio vidurkinimas pagal ansamblj.

* Bendruoju atveju Gibso ansamblj sunku realizuoti eksperimentiskai - tai tik patogus
tikimybiy vaizdavimo budas. Nors kartais Gibso ansambliai savaime realizuojasi
fizinése sistemose. Taip, jeigu mes nagrinéjame daugelio nesgveikaujancCiy Brauno
daleliy judéjima, tai tokig sistemg galime interpretuoti kaip Gibso ansamblj. Tokiu atveju
vidurkinimas pagal ansamblj reiSkia vidurkinimg pagal atskiras Brauno daleles.

 Alternatyvus tikimybiy vaizdavimo bldas yra statistinis ansamblis (jj jau
aptarinéjome anksciau). Brauno dalelés atveju statistinis ansamblis gaunamas daug
karty atliekant tg patj eksperimentg su viena Brauno dalele. Vidurkinimai pagal Gibso
ar statistinj ansamblj iS esmés yra ekvivalentus, tik statistinis ansamblis yra
universalesnis eksperimentinés realizacijos prasme.



Lanzeveno lygtis (V)

Tiesioginis Lanzeveno lygties sprendimas

» Taigi pagal Lanzeveng Brauno dalelés judéjimas modeliuojamas tokiomis lygtimis:

X =

V=—yv+ f(l‘ ) — Lanzeveno

v lygtys

(&t)=F_(t)/m — atsitiktine
Lanzeveno jéga)

Kadangi Lanzeveno lygtyse yra atsitiktinis dydis £(t), tai dinaminiai kintamieji v(t) ir
X(t) taip pat bus atsitiktiniai dydziai. Virsutiné lygtis nepriklauso nuo apatinés, todél jg
galima spresti atskirai. Nuo jos ir pradésime.

» Pradzioje reikia postuluoti atsitiktinés jégos statistines savybes. Du pagrindiniai

postulatai yra tokie:

(&le)), =0

(o)), =gole—1)

(X.) — delta Dirako funkcija,
g — LanZeveno $altinio intensyvumas)

Cia < >§ reiSkia vidurkinimg pagal ansambilj, tiksliau kalbant pagal atsitiktinés jégos
realizacijy tikimybés tankj:

), = [ (snds. (&)

), =[[eem(cn:g 1 )azas

* Pirmas postulatas reiskia, kad jégos vidurkis pagal ansamblj yra nulis. IS jo
iSplaukia, kad greicCio vidurkis tenkina ankscCiau uzrasytg deterministine lygt;:

<), =),




Lanzeveno lygtis (V)

 Antras postulatas (f(t)é(f'» : =qo(t—1') nusako atsitiktinés jégos koreliacijg
skirtingais laiko momentais. Bendruoju atveju, stochastinio proceso dydis

K ()= {{el)-(e0). ) eto)-(&0). ),

vadinamas dvilaike koreliacine funkcija. Mes jj kartais paprastai vadinsime
koreliacine funkcija arba dar trumpiau koreliatoriumi.

» Labai svarbig stochastiniy procesy klase sudaro stacionarieji stochastiniai
procesai. Tai procesai, kuriy statistines savybes nepriklaus nuo laiko. Matematinis
stacionaraus atsitiktinio proceso apibrézimas yra toks:

W?(§19tl;§29t2;'“;51?911?)214/1?(51911 +At=§2st2 +Ata': fnﬂt” +At) (71:1,2,"-,(30)

* |S Sio apibrézimo iSplaukia, kad stacionaraus proceso vienmate tikimybé nepriklauso
nuo laiko, o dvimaté — priklauso tik nuo laiky skirtumo:

w(E)=W(E)  (Et:ét)=W(Es6,.0—1)

Tai reidkia, kad ir vidurkis nepriklauso nuo laiko: ~ {&(7)) ;= I EW,(E)dE = const.

£
L]

Jeigu vidurkis lygus nuliui<§(z‘)>§ =0, tai dvilaikis koreliatorius lygus: K (t,z")5<§(t)§(t')>§



Lanzeveno lygtis (V1)

Nesunku jsitikinti, kad bet kokio stacionaraus stochastinio proceso dvilaiké
koreliaciné funkcija priklauso tik nuo laiky skirtumo:

K. (.0)=()s(), = [[ e Wi (&, & 1-1)dede' = K., (¢ )

« Po Siy bendry teiginiy, aptarsime antrg LanZeveno jégos postulata: <§(f)5(f')>§ =qo(t-1)
Matome, kad Lanzeveno jégos koreliatorius priklauso tik nuo laiky skirtumo. Tai reiskia,
kad Si jéga atitinka stacionary stochastinj procesg. Tai natdrali prielaida, nes termodina-
mineje pusiausvyroje statistinés sistemos savybés neturi priklausyti nuo laiko.

« RasSydami, kad Lanzeveno jégos koreliatorius proporcingas Dirako delta funkcijai
mes turime omenyje, kad molekuliy diziy procesas yra labai greitas. Toks atsitiktinis
procesas vadinamas delta koreliuotu arba baltu triuksmu. Toliau mes pamatysime,
kad Sio proceso spektras yra tolygus visame daznio diapazone. Delta koreliuotos
atsitiktines jegos artéjimas yra pateisinamas, jeigu jos koreliacijos laikas 7, yra zy-
miai mazesnis uz visus charakteringus sistemos laikus. Brauno daleliai tai atitinka
nelygybe:

T, <7 = 1/}/ (7, — charakteringas greicio relaksacijos laikas )

« Natdralu manyti, kad skirtingy molekuliy dtziai j Brauno dalele yra nepriklausomi.
Todél charakteringas atsitiktinés jegos koreliacijos laikas 7, pagal eile lygus
molekulés diizio laikui. Si laiky hierarchija (greiti molekuliy du2|a| ir Iéta Brauno
dalelés greiCio relaksacija) leidzia atskirti Siuos procesus ir uzrasyti suvidurkintas
lygtis salyginai Iétam Brauno dalelés judéjimui.



Lanzeveno lygtis (VII)

Lanzeveno lygties v=—yv+ .f(t) sprendinys yra

!
V(t) =v,e” + Jle_y(f_f')f(t')dt' (V, — pradinis dalelés greitis) :
1
Tuomet: : . 4 i
i M), =vie 7)o [ [er s slysl —1, )ar i, 1,
S 0 0 tl t2 2
fl Iy min(z,,f,) |
bl g = 8 )
00 0 2y
q —y(1+,) q _?"1—2‘ ]/t >>] q - -
<"’(“"("2)>f‘("°‘5]e e o), > e

« Matome, kad pakankamai dideliems laikams koreliatorius nepriklauso nuo pradinio
greiCio V, (,pamirsta” pradine sglyga) ir priklauso tik nuo laiky skirtumo t;-t,, t.y. po tam
tikro pereinamo proceso nusistovi stacionarus atsitiktinis Brauno dalelés judéjimas.

- Sis rezultatas galioja bet kuriam pradiniam Brauno dalelés greiciui v,. Taciau, jeigu
tarsime, kad pradiniu laiko momentu Brauno dalelés yra termodinaminéje pusiausvy-
roje su skysciu, tai tuomet vidurkindami koreliatoriy pagal pradinius greiCius Vv, turime
gauti atsakymag priklausantj tik nuo laiky skirtumo.



Lanzeveno lygtis (V)

. Sj ,temperatarinj“ vidurkinimag pagal pradinius greicius Zymésime raide T.
Termodinamingje pusiausvyroje Brauno dalelés vidutiné energija turi bati kT/2 :

m<v§> kT 2\ _ kT (vidutinis kvadratinis Siluminis
) = 5 = <VO >T ", Oreitis)

Suvidurkintas pagal pradinius greiCius koreliatorius turi priklausyti tik nuo laiky skirtumo:

<<v(t1)V(t2)>§=[v§—q]ey<q+@)+‘16mr2>T > < (V(l‘l)v(tz)>§> o

2y 2y r 2y

Dél to turime reikalauti, kad

[@3%&}:0@ q

Gavome Lanzeveno
2vkT| 250
— | Saltinio intensyvumo
m iSraiska!

 Pastaroji iSraiska vadinama fluktuaciniu-disipaciniu sgrysSiu. Jis suriSa fluktuacinio
(LanZeveno) $altinio intensyvuma su temperatdra T ir disipaciniu parametru y. Sis
sgrysis papildo Einsteino sarysj (pastarasis riSa difuzijos koeficientg D su T ir ).

* Jrase j koreliatoriy t;=t,=t, matome kad vidutinis kvadratinis greitis nepriklauso nuo
laiko ir lygus vidutiniam kvadratiniam Siluminiam greiciui:

<<v2(t)>§> q _kT

r 2y m



Lanzeveno lygtis (1X)

« Galutinai, termodinaminéje pusiausvyroje greicCiy koreliatoriy galima uzrasyti taip:

kT -1
—e —

K re)=((oMr0),) =2 =k (e)=k, (o

Pastaroji lygybée KV,V(T )ZKV,,,(— T ) reiSkia, kad koreliacija j praeitj ir ateiti sutampa.
Si savybé galioja bet kuriems stacionariems atsitiktiniams procesams.

« Formaliai koreliatorius Kv,u(f)=l:n€ " tenkina tokig diferencialine lygtj ir pradine salyga

Ko [Ka0=(20) =

Matome, kad pusiausvyroje grei¢iy koreliatorius tenkina tg pacia lygtij kaip ir
vidutinis greitis, o pradiné sglyga atitinka vidutinj kvadratinj Siluminj greitj, kurio
verté nustatoma pagal zinomus pusiausvyrinés statistinés fizikos principus.

- Sis rezultatas yra atskiras atvejis labai bendros Onsagerio teorijos, kuri
nagrinéja mazus fizikiniy dydziy nuokrypius nuo termodinaminés pusiausvyros.
Mazy nuokrypiy relaksacija | pusiausvyrine blseng aprasoma tiesinémis lygtimis, o
Siluminés fluktuacijos imituojamos atsitiktine jéga. Tuomet, turint lygtis fizikiniy
dydziy vidurkiams, nesunkiai iSvedamos lygtys ty dydziy koreliacinéms funkcijoms.
Pastarosios apraso vidutiniy dydziy Silumines fluktuacijas.



Lanzeveno lygtis (X)

Dabar i$§ antros LanZeveno lygties X =V nustatysime vidutinj kvadratinj nuokrypj.

(-, =[] | =([ Por ot D <[ e

Prisiminkime, kad ¢ t2

e 4

M) [ %]H L
Tuomet y
b

[ y(n+, K (0 Y|t . y(t-t,) 2 2 yt
| [er = duar, = o | e i, _2Idtf g =2 - = (1—e 7"
0 0 0 0 0 yov

Galutinai turime

<(x(r)—x0)2>§—[v§ e, sper) 5 o

7 7 ' ey

Taigi dideliems laikams gaunamas senas rezultatas — vidutinis kvadratinis nuokrypis
dideja proporcingai laikui:

g 7| Cia Einsteino sarysis
<(x(t) —X, )2> =2Dt D= = gautas is kitokiy
2y my| prielaidy nei ankséiau!




Lanzeveno lygtis (XI)
Trimatis uzdavinys
« |ki Siol mes nagrinéjome vienmatj Brauno dalelés judéjimo uzdavinj. Gautus
rezultatus nesunku apibendrinti trimaCiam uzdaviniui. Trimacio uzdavinio atveju
Lanzeveno lygtys atrodo taip:

=) e o) [E0e ), =a0 o

x =V,

Cia indeksai i,j atitinka x, y ir z trimatés erdvé kryptis. Kronekeris 5,11- reiskia, kad
Lanzeveno jégos X, Y ir z komponentés yra nekoreliuotos.

« Kadangi atskiros Lanzeveno jégos komponentés nekoreliuotos, uzdavinys suskyla
j tris nepriklausomus uzdavinius, ir greiCiy komponentéms iSlieka seni rezultatai.

(120),) =L ey ((70),) - @"“”l g T

2;/m . 2y m

Tuomet vidutiniam nuokrypiui trimatéje erdvéje gauname:




Lanzeveno lygtis (XII)

« Atliktuose tyrimuose mes apsiribojome dvilaike greiCio koreliacine funkcija

(e (e,

Jos jvertinimui mums pakako Zinoti Lanzeveno jegos dvilaike koreliacine funkcijg

(e, el )

Jeigu mes noréetume nustatyti aukstesnés eilés greicio koreliacines funkcijas, tarkime
trilaike, keturlaike, ir t.t.

<v(f e, M )), (v(t1 (e, Mz e, ))3 -

mums prireikty informacijos apie daugelaikes Lanzeveno jégos koreliacines funkcijas

<95(t1 )ég(tz )ég(fg )>, <§(l‘1 )5(1‘2 )f(t3 )5(;4 )>, "

* Norint nustatyti visy eiliy greiCio koreliacines funkcijas ( kas yra ekvivalentu
daugiamatés pasiskirstymo funkcijos nustatymui) reikia pilnai uzduoti Lanzeveno jégos
daugiamate tikimybés tankio funkcijg. Paprastiai Lanzeveno jéga modeliuojama
daugiamaciu Gauso skirstinio (Gausiniu procesu). Tai mes aptarsime véliau, kai
iSvedinésime Fokerio-Planko lygt;.



Lanzeveno lygtis (XIlII)

Spektrinis tankis ir Vinerio-Khintceno teorema

- Labai svarbus yra spektrinis stochastiniy procesy tyrimo metodas. Cia stochastinis
kintamasis vaizduojamas harmoniniy funkcijy superpozicija.

« Tarkime, kad turime stacionary atsitiktinj procesg Z, ir tam tikrame laiko intervale
—T/2< t< T/2 matuojame jo realizacijas z(t) . Tuomet tas realizacijas galima iSskleisti
Furjé eilute:

= ot 27m 1 e —iw,t
Z(t)z Zane " W, =—— a, =— Iz(t)e “dt

-T/2

n=—u

Kadangi z(t) funkcija yra realioji, tai: d_, =4,

Koeficientai a, yra atsitiktiniai dydziai, nes procesas Z, yra atsitiktinis.

« Suvidurkiname Furjé koeficienty iSraiSkas pagal statistinio ansamblio realizacijas:

/2 . : . : :
(Stacionaraus proceso kintamojo vidurkis nepriklauso nuo

1 —im, 1
<an> =7 I(Z(f »e dt =0 laiko(z(t)) = const . Cia tariame, kad tas vidurkis lygus nuliui)
-1/2

Matome, kad Furjé koeficienty vidurkiai pagal ansambilj lygus nuliui.



Lanzeveno lygtis (XIV)

 Vidutiné signalo galia intervale —T/2< t< T/2 yra

Va1 | S Seiet v S Sana- S

_T /2 N=—30 H=—00 N=—o0

q

-

J’i‘

Jos vidurkis pagal ansamblj yra:

1/2

7 0= 3

I' 5, n=—o

a

n

)
» Eksperimentuose paprastai naudojami juostiniai daznio filtrai, kurie praleidzia tik
tam tikrus daznius pakliuvusius j mazg intervalg Aw ties fiksuotu dazniu w.

) a, Aw
ISfiltruoto signalo galia = Z <an >ES(C")A@
e |
Cia sumuojama pagal visus daZnius pakliuvusius j filtro juosta. ‘ H )
Dydis S(w) vadinamas atsitiktinio signalo spektriniu tankiu @

— tai yra isfiltruoto signalo galia normuota j daznio intervalg.



Lanzeveno lygtis (XV)
« Jeigu T yra pakankamai didelis, tai Aw galima pasirinkti mazu ir filtro juostoje vis

dar bus daug harmoniky, nes atstumas tarp harmoniky 27 /T mazéja didinant T.
Harmoniky skaicius intervale Aw yra Aw [(27/T), todél
2> T
27

S (of) e o e sl

Taigi atsitiktinio signalo spektrinio tankio apibrézimas yra toks:

2
T/2
1

— | z(t)e™ dt
r);

a

n

an

O<—<w+AQ
T

T/2 2

[ 2(r)e " ar

« Pasirodo, kadvspektrinj tankj galima iSreiksSksti per koreliatoriaus Furjé
transformacijg. Sj sarysj nustato Vinerio — Khintceno teorema, kuri teigia, kad:

S(0)==- [kl dr| [KE)=(OT)]  |k(0)= [ Sl do

Jeigu koreliatorius yra zinomas tai atlikus jo Furjé transformacijg galima nustatyti
spektrinj tankj, ir atvirksciai, iS zinomo spektrinio tankio galima surasti koreliatoriy.
Toliau jrodysime Sj sarys;.



Lanzeveno lygtis (XVI)

Vinerio — KhintCeno sarysis jrodomas taip:

T/2 T/2
S(w)= liml< [t (1) jdfzz(tz)e-m<fl-fz>> (2(e,)2(e,)) = K, ~1,)
sy i
-T/2 -T/2
1 0 T+Tf2 tl fz =7
= lim ——1 [dre ™ K(z jdt+jdre Kz jdz} f g
T 2m ! \—.T —T/2 0 oy ) ! 5 : _
o - akobianas=1
_ 13 ] [ -7 - —ioT . 4
—}ﬂ%<:fdre K(TXT—I—T)—F.([C{TQ K(T)(TT)} 772 2
1 : T2 2l
:;im— a’re‘lmK(r)(T —‘T‘)
> 2T e, )
= lim— jdr e K(r 1—m = 1 OOK (r)e_i“’(f)dr i
T'—w0 ) ﬂ- T 272' b T//2
Taigi jrodéme Vinerio — Khintéeno sarys;j! o2 /m !
 Toliau spektrinio tankio skaiCiavimo technikg pademonstruo- ~T/2
sime Brauno dalelés uzdaviniui. ApskaiCiuosime Brauno dalelés

greiCio ir Lanzeveno Saltinio spektrinius tankius.



Lanzeveno lygtis (XVII)

Lanzeveno saltinio koreliatorius ir spektrinis tankis:

1 T —ioT q 7kT
Kég(z') = (f(t)é‘(t + r)) = qé’(r) ) Sé:,g(a)) = ﬂ J‘K%(r) e ' Vdr = > = .
Ké’,g(z—) Matome, kad Lanzeveno $alti- S&é(a))
nio galia vienodai pasiskirsto
q pagal visus daznius, dél to Sis q/2r
atsitiktinis procesas vadina- < >
T mas baltu triuksmu. o
Brauno dalelés grei¢io koreliatorius ir spektrinis tankis:
- —ia)z' kT
K, (r)=(v (z‘)v(t-l—r)) e =) g =—jK dr=—r—_1
Tmy +w
K,.(7) S,.(@)
kT : kT R
— Brauno dalelés galios bl
n spektrinis tankinis apraSomas ) Tmy
1/y Lorenco kreive. —\7
T )

o0 0
{J. 7] —zmrdz_ J'e/re IordT-FJ.Q o Ifdez-_ 1 + l = 72}/ -;]
it 10 j/+1(0 j/u + @

—or —o0



Lanzeveno lygtis (XVIII)
Ergodiskumas

» Svarbu pabréZzti, kad koreliatorius ir spektrinis tankis yra eksperimentiskai matuo-
Jjami dydziai. Koreliatoriy galima apskaiciuoti iS vienos pakankamai ilgos realizacijos,
vidurkinant signaly sandaugg duotu momentu t ir prastumtu laike momentu t+7:

T

P
2(1)z(e+7) = lim-— [ 2(0)z(z +7)er
z(l‘) 0
AW L ANVANPN.V.VAVANYA ;
%Y vV \J \/ VvV \/ VYV
z(t+r) g
A, I ALV VAVARYA "
\V.VARNNTA VAR WA N/ AR A VA S VA %

* Toks vidurkinimas pagal laikg bendruoju atveju nesutampa su vidurkinimu pagal
ansambl]. Procesai, kuriems Sie du vidurkiai sutampa vadinami ergodiniais procesais.
Paprastai stacionarus procesai yra ergodinai ir jiems galioja lygybé:

K (Z‘) = z(t)z(t + Z')f = <Z(l‘)z(t + T)>

Todél stacionariems stochastiniams procesams koreliacinés funkcijos santykinai
paprastai apskaiCiuojamos iS eksperimentiniy realizacijy.




Lanzeveno lygtis (XIX)

* Jvertinkime salygas, kurioms esant, stacionarus procesas yra ergodinis, t.y. sglygas,
kurioms esant, vidurkis pagal laikg sutampa su vidurkiu pagal ansambil;.

Tarkime Z, yra stacionarus stochastinis
procesas. Mes matuojame realizacija
z(t) intervale —T/2< t< T/2 ir vidurkiname
pagal laikg Siame intervale

1 T/2

z,=— | d)ar

T -T/2
Palyginkime Sj vidurkj su vidurkiu
pagal ansamblj

(=) =(2)

Vidurkis pagal ansamblj nepriklauso nuo

laiko, nes procesas yra stacionarus.
.7
Klausymas: 11mz; =<Z>
T—0

f)

g = <(2T _<Z>)2> 50

Akivaizdu, kad  (Z;)=(z)
Tode|

& =(2) =2z, W)+ (2) = (22)~(2)

<Z§>E% j J‘dtldt2<z(tl)z(t2)>

-T/2-T/2

<Z(tl )Z(tz )> = K(rz —1 )+<Z>2

Cia K yra koreliaciné funkcija — ji priklauso
tik nuo laiky skirtumo

K(tz —1 ) = <(Z(ll)—<2>)(2(i2)—<2>)>

Taigl /2 T/2

1
& = [ [duank(t 1)

-1/2-T/2



Lanzeveno lygtis (XX)

» Pastarasis integralas skaiCiuojamas panasiai, kaip Vinerio —Khint€eno teoremoje.

772 1T/2
T—J' [dtdt,K(,~1,)
-1/2-T/2
1 (0 r+T/2 T/2
= [drk(z jdt+jdr1< jdz}
T >—.T -T/2 0 —1/2
0
= Jdr KT o) JdeK(e)T )
\—T

——jdrK —|e])= —jde )[1 ;'j

« Jeigu mtegralas.[ dTK( ) konverguoja (taip yra, kai
koreliatorius pakankamal greitai mazéja didinant 7), tai lime, =0

T—w0

Tuomet sistema yra ergoding, nes llmZ <Z>
T—w

» Paprastai koreliatoriai eksponentiskai priklauso nuo 7 K(r)oc e

T/2
—T/Z/

t =t
Jakobianas=1
A
/2 2
-T/2
-T/2
T

5
/m
~T/2

—‘r|/z‘c

7. — charakteringas koreliacijos laikas. Tokios sistemos yra garantuotai ergodines.
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Lanzeveno lygtis (XXI)

Lanzeveno lygties sprendimas Furjé transformacijos metodu

» Apibréze spektrinj tankj, Lanzeveno lygtj galime iSspresti Furjé transformacijos meto-
du. TaCiau pradzioje mums reikalingas tam tikras matematinis pasiruoSimas. Mums
reiks iSmokti skaiCiuoti atsitiktinio kintamojo Furjé komponenciy sandaugos vidurkj.

» Tegul z(t) yra stacionaraus atsmktlnlo proceso kintamasis (tariame, kad <z(t)>=0).
Suraskime Furjé integralg

ir apskaiCiuokime tokj dydij:

(2,) = 4%2< Tz(r)ef”’dtof (")

—0

=— j )e ™ di

(r'=t+7)
ez‘(o't'dt'> —

i(0-0')t Tdr (Z(I)Z(l‘ + Z')) it

Stacionariam procesui koreliatorius priklauso tik nuo laiky skirtumo, ir kadangi

tai

<z(t)z(t + z')> =K(r)

<z;zm,> = S(0)5(0— o)

analogiskai galima jrodyti, kad

J drK(r)e ™ =27 5(w) Jdt ' =278 - )

<szw.> =S(w)5(0+ ')

Sios lygybés i§ esmés reidkia, kad stacionaraus proceso Furjé komponentés z ir z,
statistiskai nepriklausomos. Sios lygybés labai naudingos sprendziant stochastines
diferencialines lygtis esant stacionariems procesams.



Lanzeveno lygtis (XXII)

» Panaudojant auksciau nustatytas lygybes, nesunku iSspresti Brauno dalelés Lanzeveno
lygt) :
v=—pv+&l) (=0  |(E)elr)) =gole-r)

* ISreiSkime greitj ir atsitiktine jéga Furjé integralais:

W)= J.vwe”‘"da) E(t)= .[ Ee”dw
 Atitinkamos atv;orkétinés transformacijos:
1 T i 1 ( —iwt
=— e =— t dt
Vo =5 _ Wit )e ™ dt So or __Lét (t)e
« JraSe tai j Lanzeveno lygt], gauname: |
(io+y), =& —) Yo = Gt 7) So

« Dabar apskaicCiuojame greiCio Furjé komponenciy sandaugos vidurkj.

I$ vienos pusés, kaip bet kuriam stacionariam procesui: <VwVw> = Sv,v(a))5(a)_a)‘)

1 1 1

) ) <§:)§c)>: 2 2 Sf,f(a))é‘(w_a)!)
—io+y)io+y o +y

IS Kitos pusés: <VOVQ> = (



Lanzeveno lygtis (XXIII)

« Sugretine dvi paskutines lygybes, gauname rysj tarp Lanzaveno Saltinio ir Brauno
dalelés spektrinio tankio

1
S, ()= Py Se.¢(@)

» Lanzeveno Saltinio spektrinj tankj jau skaiCiavome (tai baltas triukSmas)

_L [ —ioT _L ( ot 3 4 }/kT
; a))— > £K§3§(r)e dz‘—2ﬂ J;qé'(r)e dr=——=

271 Tm

« Tuomet Brauno dalelés greiCio spektrinis tankis yra

vkl 1
SV’V(G)): Tm @ +y

ir greiCio koreliaciné funkcija

K, (2)= (i + 7)) jS o) do="" j e o=KL
Tm o’ +y ¥ m

Taigi Furjé transformacijos metodu nesunkiai gauname visus senus rezultatus.



Gausinis procesas ir Fokerio-Planko lygtis (I)

« Spresdami Lanzeveno lygtj mes apsiribojome dvilaikés Brauno dalelés koreliacinées
funkcijos nustatymu. Dél to mums pakako ribotos informacijos apie Lanzeveno jégos
statistines savybes. Mes postulavome tik jos vidurk] ir dvilaike koreliacine funkcija.

- Sio skyriaus tikslas yra nustatyti Brauno dalelés tikimybés tankio funkcijg P(x,v,t).
P(x,v,t)dxdv yra tikimybé, kad momentu t Brauno dalelés koordinatée ir greitis yra
atitinkamai intervaluose [x, x+dx] ir [v, v+dv].

- Cia prireiks detalesnés informacijos apie LanZeveno jégos statistines savybes.
Paprastai Lanzeveno jéga aprasoma delta-koreliuotu Gausiniu procesu (baltu
triukSmu). Tuomet Brauno dalelés tikimybés tankio funkcija tenkina Fokerio-Planko
lygtj. Cia mes tg lygtj iSvesime.

Gausinis procesas

« Gausinis procesas yra Gauso skirstinio apibendrinimas stochastiniams procesams.
Gausinis procesas yra universalus, panasiai kaip Gauso skirstinys. Jo universalumas
iSplaukia iS apibendrintos centrinés ribinés teoremos. Jeigu priklausantis nuo laiko
atsitiktinis dydis z(t) yra sudarytas iS nepriklausomy atsitiktiniy dydziy Az(t) sumos

2(t)= Az, () + Az, (¢)+ -+ Az (¢),

tai panasiai kaip centrinés ribinés teoremos atveju galima jrodyti, kad riboje n—>o
procesas z(t) yra Gausinis. Panasiai kaip Gauso skirstinys pilnai uzduodamas
antruoju momentu, Gausinis procesas pilnai uzduodamas dvilaike koreliacine funkcija.



Gausinis procesas ir Fokerio-Planko lygtis (1)

 Stochastinis procesas z(t) vadinamas Gausiniu, jeigu n laiko momentais t, t,, ..., t,
stebimy verciy z,, z,, ..., z, daugiamate tikimybés tankio funkcija yra n-dimensinis
Gausas:

W(Zl,tl,zz, ty,z 1 ) Bex ——Z Z%(Z _< >Xzf_<zf>)

<Zj> = <z(tj )> — kintamojo z(t) vidurkis momentu t;

B — normavimo konstanta. Ji nustatoma i$ sglygos jdzl Id Wz, t52,,t,)=1

—o0 —GC0

(%-)E A —reali simetriné ( a; =a, ) teigiamai apibrézta (visos tikrinés vertés
teigiamos) matrica

 Toliau jrodysime, kad atvirkStinés matricos A elementai yra proceso z(t)
dvilaikés koreliacinés funkcijos:

(), = (= =), =2 D) = =)~ (= D) =Kot



Gausinis procesas ir Fokerio-Planko lygtis (1)

« Kad tai jrodytume mums reiks pasinaudoti charakteristine funkcija. Charakteristine
funkcijg mes buvome jvede ankscCiau vienmaciam sKkirstiniui. Charakterestinés
funkcijos apibrézimas daugiamaciam skirstiniui nesunkiai apibendrinamas:

flk. .k )_<ex Z ]> J‘da jd (20,1572, Jex ii:kaj]

Atkreipkime démesj | tai, kad i$ W,, normavimo i$plaukia lygybé: f(O,...,O) =1

Tolimesniam uzraSy sutrumpinimui jvesime vektorinius zyméjimus
3\ 4 T L
z, } k, 7 =(zz,) y=z-(2)
: k=l :
(d =)
Zn/ \kn

Tuomet Gausinj skirstinj ir jo charakteristine funkcijg galima uzrasyti taip:

W?(Zlvtl;'”. n’ n) BGX{_%;TAyJ

N
I

£ (b k,

—

f(k)z <exp(i£rf)> = Tdy] ]::dyHB exp(—%f/TAj/J exp[iF(jH(f))]



Gausinis procesas ir Fokerio-Planko lygtis (1V)

- Pastarajame integrale pakeisime integravimo kintamuosius: y —ii+id'k (a? = dﬁ)

#lE)= Tdyl . T du B exp(— Y] Al via i )) explik (i +id7F + (7))

2
(-"I — T 4-17. ¢ i 1 -7  ..T( 4-1 — .17 T —
=explik <z>—k A k)BJ‘dul---J‘dun exp(—g(u +ik (A )T)A(uﬂA k)+zk uj
ApskaiCiuojame iSraiskg eksponentés rodiklyje po integralu

_%(q N l-;gr( Al)T)A(ﬁ + zA—1£)+ ik 1 = —%(ﬁTAii —ETA‘VE)

Cia panaudojome lygybes (A_I)T = A7 (teisinga simetrinéms matricoms) ir ik =k"u

Tuomet f(fg): exp[ﬂ?(é} —%JETAW;]B]Ed% e ]idun exp[—% *TAMJ

n o0 o0 1 -
Prisiminkime, kad f(O):l , todél konst. B tenkina: B_..du1 ---J.dun eXp[—EuTAu) =1

- O . ~ .
Galutinai gauname: f(k)zexp[ikT<z>—5kTA lkJ Gausinio proceso

charakteristiné funkcija




Gausinis procesas ir Fokerio-Planko lygtis (V)

- Zinodami charakteristine funkcijg galime apskaiciuoti daugiamadio Gausinio skirstinio
momentus ir komuliantus. Daugiamacio skirstinio momenty apibrézimas yra toks:

a0 o0
4 ) = i I
<Zl - >— J‘dz1 _[dZan(Zufp z,t )20 ...2
—o0 —00

Siuos momentus galima nustatyti skleidZiant charakteristine funkcijg Teiloro eilute

1lk)= <exp(z‘ji:kajJ> _ Z{; . i; (l'kl);-. E,ﬂ: ) (25 ...27)

Skleisdami Teiloro eilute charakteristinés funkcijos logaritmg gauname daugiamacio
skirstinio komuliantus C(Zf Z;) (pagal apibrézimg, komuliantai yra Sio skleidinio

koeficientai)
- lk ) i n ) (Sioje sumoje néra nario
[ ( )] Z Z C(Zl...zn)l 7‘1:’,2:...:]/'”:0)

=0 1, =0

RysSys tarp komulianty ir momenty nustatomas is lygybeés:

-3 SIS - {Z ST o )

1=0 ;=0 r,=0 n '



Gausinis procesas ir Fokerio-Planko lygtis (V1)

- Parodysime, kaip tas saryls nustatomas Zemos alés momentars i komulantar
7)1 )k Y+ O 2 BT ) it o
=exp{(ikl)6‘(zl)+(ik)C(zj)+(fk')z ()« (ﬂ; P o2 o ik i, )22, ) +-
1l et )t + o) WL o) it ez -

* % [(ikl )2 C(zl )C(zl ) T (ikz )H C(Z )C(“ )+ 2(lk )( k, )C(ﬂ )C(“ t ]+

Sulygine narius prie jvairiy k laipsniy gauname ieSkomus sgrysius, pavyzdZiui
(k):  (z)=C(z) (i) (z2)=Clg)+Clz)Clz)=Clz} )+ (2)
(ik Yik,): (22:)= Clz2,)+ C(2)C(2,) = iz +{z){z) #|Claiz) = (22,) =(z)(2,)

|Slaikant skleidimo narius iki treCio laipsnio galima gauti treCios eilés momento iSraiska:

<lezzz> = C(lezzza ) T <Zl >C(Zzz3 ) T <Zz >C(le3 ) t <Z3 >C(2122 ) T <Zl ><Zz ><Zs >




Gausinis procesas ir Fokerio-Planko lygtis (VII)

» Po Sio trumpo ekskurso j bendrg daugiamaciy skirstiniy momenty ir komulianty teorijg
grizkime prie Gausinio proceso. Prisiminkime, kad Sio proceso charaktristiné funkcija yra

f(g):exp[igf<f>—%ETA—1Ej:ex iikj(z >——Z Z( )mj o

jl m=1

« Kadangi charakteristinés funkcijos logaritme

nl el (- )23 ), ki,

Jl m=1

yra tik pirmos ir antros eilés nariai pagal k, tai reiSkia, kad daugiamacio Gausinio
skirstinio tik pirmos ir antros eilés komuliantai nelygus nuliui, o visi aukstesniy eiliy
komuliantai yra nuliai. IS komulianty apibrézimo iSplaukia, kad | 4~ ‘) —C(Z z,

 Kita vertus, iS momenty ir komulianty sarysio turime:
(A_l )mj C(Z Z; ) <zmzj> —(zm><zj>
:<(zm —<Zm>)(2j —<ZJ>)> =<[Z(z‘m)—<z(tm ))][Z(Ij)—<2(l‘j ))]) K(tm,t )

Taigi jrodéme, kad atvirkstinés matricos A elementai yra proceso z(t) koreliacinés
funkcijos. Matome, kad Gausinis procesas pilnai apibréziamas vidurkiu <ZC‘ i 5) ir
dvilaike koreliacine funkcija Kz, ,7,)



Gausinis procesas ir Fokerio-Planko lygtis (VIII)

Sie parametrai vienareikdmiskai definuoja Gausinio proceso carakteristine funkcija:

0o 56 e ) -5 Skt e,

j=1 m=1

Toliau nagrinésime stacionary Gausinj procesg, tuomet

<z(t.)>=const K(fmatj):K(tj_tm)

J

Be to tarsime, kad Gausinio proceso vidurkis yra lygus nuliui: <z(t)> =

Siuo atveju koreliaciné funkcija K(z‘ _¢ ) <z(tm)z(t.)> ir charakteristinés funkcijos
iSraiSka supaprasteéja ’

QR ES3D YORATTA BEFE D YEATA 8

]1 m=l

Matome, kad esant Sioms prielaidoms dvilaiké koreliaciné funkcija (priklausanti nuo
laiky skirtumo) pilnai charakterizuoja Gausinj procesq. Tai reiSkia, kad daugialaikés
koreliacinés funkcijos turi biti iSreiSkiamos dvilaikémis.



Gausinis procesas ir Fokerio-Planko lygtis (1X)

Galima jrodyti tokig formule

0, kai n nelyginis

<z(tl)...z(fn)> =1 H<z(tm)z(tj )>, kai n lyginis

VISOS poros

Pavyzdys: Norédami pailiustruoti Sios formulés taikymg apskaiciuosime trilaike ir keturlaike
koreliacines funkcijas.
Sprendimas:

<Z(t1 )z(t2 )2(13 )> =( , nes n nelyginis.

<z(1‘1)z(1‘2)z(1‘3)z(1‘4 )> = <Z(f1)Z(f2)><Z(T3 )Z(f4)> +<Z(f1 )Z(Q )><Z(f2)z(r4)> +<Z(1‘1)Z(f4)><z(f2 )Z(rs )>

Si formulé gaunama i$ lygybés

( ) Cxp __Z Z( ) ( )> jhm :i “i(ikl)ﬁvm(ikn)rn <er121:>

]l m=l1 5,=0 7"1 .

o
Il
o

skleidziant eksponente Teiloro eilute ir lyginant koeficientus prie vienody k laipsniy.



Gausinis procesas ir Fokerio-Planko lygtis (X)

» Dar aptarsime vieng svarby klausymag, kuris mums bus reikalingas iSvedingjant
Fokerio-Planko lygtj. Tai klausymas, kiek nariy yra iSraiskoje, kuri riSa 2n-laike
koreliacine funkcijg su dvilaikiy koreliaciniy funkcijy sandaugomis.

<Z(t1)2(12)- ' .Z(t2n )> = gZ(fl)Z(fz ))(Z(fg )Z(f4 )> i '<Z(I2n1 )Z(tzn )) +oee

N

Kiek nariy ?

Pastarajame pavyzdyje matéme, kad keturlaikés (n=2) koreliacinés funkcijos iSraiskoje
yra 3 nariai. Bendras atsakymas | S| klausymg yra toks:
(2n)!

n!2"
- Sis rezultatas gaunamas taip. Mums reikia suskaigiuoti kiek yra skirtingy pory i$ 2n
laiko tasky. Pirmg porg galima pasirinkti Cjn = (2n) 2n—1)/2 blddais. Po to, kai pirma
pora pasirinkta, antrg porg galima pasirinkti C;,_, = 2n—2)(2n—3)/2 bldais, ir t.t.
Bendras skirtingy pory skaicius yra

1—1[ (2n-2if2n-2i-1) _(2n)2n-1) (2n-2)2n-3) (2;(1) (21)!

Nariy skaiCius 2n laikés koreliacinés funkcijos skleidinyje =

- 2 2 2 2"

i=0
Gaminant sandaugas i$ n pory gausime n! sutampanciy sandaugy, nes sandauga
nesikeiCia perstatant jos elementus. 9 n)'

Skirtingy sandaugy skaicius iS n pory = 197
n!



Gausinis procesas ir Fokerio-Planko lygtis (XI)

Fokerio-Planko lygtis

» |ISsiaiSkine Gausinio proceso savybes iSvesime lygtj, kurig tenkina Brauno dalelés
tikimybés tankio funkcija. Mes veél startuosime nuo Lanzeveno lygciy.

=g S0 =9 |(€0)sle), =asle—)

X=v

§(z‘) — Gausinis procesas

« |ki Siol spresdami Lanzeveno lygtis mes domeéjomés tik zemos eilés koreliacinémis
funkcijomis ir mums pakako tik dviejy pirmy postulaty apie Lanzeveno jégg. Dabar
musy tikslas yra nustatyti Brauno dalelés tikimybés tankio funkcijg. Dél to reikalingas
papildomas postulatas apie Lanzeveno saltinj, kuris detaliai nusakyty atsitiktinio
proceso savybes. Cia postuluojame, kad LanZeveno jéga aprasoma Gausiniu
procesu. Turint omenyje dar du pirmus postulatus, toks procesas vadinamas baltu
(arba delta koreliuotu) Gausiniu triukS§mu su nuliniu vidurkiu.

- Cia mes nagrinéjame bendresnj nei ankséiau Brauno dalelés judéjimo uzdavin;.
Mes tariame, kad Brauno dalelé juda potenciniame lauke ¥(x), t.y. ja veikia ne tik
atsitiktiné Lanzeveno jéga, bet dar ir iSorinio lauko jéga F(x)z—aV(x)/fo . Kad baty
paprastesnés iSraiSkos, Lanzeveno lygtyse tg j€gg mes normavome j mase

F(x)/m=f(x).



Gausinis procesas ir Fokerio-Planko lygtis (XI1)

« Mes parodysime, kad esant aukscCiau iSvardintiems postulatams, Brauno dalelés
tikimybeés tankio funkcija tenkina antrosios eilés (difuzijos tipo) diferencialine lygtj,
kuri vadinama Fokerio-Planko lygtimi.

» Fokerio-Planko lygtj iSvesime dviem etapais. Pradzioje mes uzrasysime
Lanzeveno lygtis kitokiu pavidalu. Mes nagrinésime vienody sistemy ansamblio
judéjimg (x,v) plokStumoje. Pirmame etape tarsime, kad atsitiktinés jégos realizacija
&(t) visose ansamblio nariuose yra ta pati. Ansamblio nariai skiriasi tik pradinémis
Brauno dalelés koordinatés ir greiCio (x ir v) reikSmémis. Mes apibrésSime (X,Vv)
plokstumoje ansamblio tankj p(x,v,t) ir uzrasysime tam tankiui folydumo lygtj.

« Antrame etape tolydumo lygtj suvidurkinsime pagal atsitiktinés jégos
realizacijas ir suvidurkintam tankiui <p(x,v,t)>=P(x,v,t) gausime Fokerio-Planko lygt;.
Suvidurkintas tankis P(x,v,t) kaip tik atitinka Brauno dalelés tikimybés tankio funkcija,
t.y. P(x,v,t)dxdv yra tikimybe, kad momentu t Brauno dalelés koordinaté ir greitis bus
atitinkamai intervaluose [x, x+dx] ir [v, v+dv].

* Fokerio-Planko lygties iSvedimas reikalauja nemazai algebriniy veiksmy. TacCiau
reikia pazymeti, kad Sis iSvedimas yra cenftrinis Siuolaikinés Brauno judéjimo
teorijos momentas. Jis svarbus ne tik Brauno judéjimo teorijai, bet ir bendresnei
stochastiniy procesy bei stochastiniy diferencialiniy lygc€iy teorijai.



Gausinis procesas ir Fokerio-Planko lygtis (XIlI)

» Pirmas etapas (tolydumo lygtis). Tarkime, kad mes turime N vienody sistemy
ansambl]. Kiekvienos sistemos blsena charakterizuojama dviem skaiciais (x;, v;),
i=1,...,N, kuriuos vaizduosime taskais fazinéje (x,v) plokstumoje.

Y Kiekvienas taskas juda fazinéje plokStumoje pagal Lanze-
de. dN veno lygtis (tariame, kad visas sistemas veikia ta pati
[
‘‘r°Yy e LanZeveno jéga &(t))
YT ﬁ o e v=—yv+ f(x)+ &)
[ | ¢ B 7/
e o ° .
o X=V
)’( X
(X, v,t) —ansamblio tankis taske (x,v) momentu t
(x,v,1)dxdv= i dN [P
olx,v, V_NLIET jdxjdvp(x,v,t)zl

Jveskime vektorinius Zyméjimus:  Z = (x, v) Z= ()'c, 1'2) = (v, —yv+ f(x)+ f(t))

Kadangi faziniai taSkai savaime neatsiranda ir neiSnyksta tai jy skaicius iSskirtame
fazinés erdves tarelyje gali kisti tik dél atéjimo ir iSéjimo pro tarelio sieneles ir todel
tankis tenkina tolydumo lygtj

% pl2.1)=-V.Ep(z.1))




Gausinis procesas ir Fokerio-Planko lygtis (XIV)

 Grjztant nuo vektoriy prie komponenciy, tolydumo lygtj galima uzrasyti taip

%p(x, v, t) — —% {vp(x, v, z‘)}— % {(— yv+ f(x) + f(t))p(x, v, t)}

Si lygtis yra ekvivalenti LanZeveno lygtims. Cia tik nagrinéjama dinamika ne vienos
sistemos, o sistemy ansamblio, tariant, kad atskiri ansamblio nariai turi skirtingas

pradines sglygas.

« Tolydumo lygtj galima iSvesti daugeliu skirtingy btdy. Standartinis btdas yra
apskaicCiuoti srautus pro iSskirto fazinéje erdvéje tirelio sieneles ir suristi juos su
faziniy tasky skai¢iaus pokygciu tame tidrelyje. Cia mes pateiksime nelabai tradiciska,
formaly matematinj tolydumo lygties iSvedima, tinkantj bet kurios dimensijos
dinaminei sistemai.

» Tarkime, kad atskiry ansamblio nariy dinamika aprasoma diferencialinémis lygtimis
(1) = 0(z,1)
(masy atveju tai Lanzeveno lygtys). Pazymékime jy sprendinj, atitinkantj pradine
salygg z(0)=z, : T
=% £()- 26,0

Tegul pradiniu laiko momentu faziniy tasky tankis yra
plz,0)=p,(2)



Gausinis procesas ir Fokerio-Planko lygtis (XV)
Tuomet, panaudojant Dirako delta funkcijg, tasSky tankj momentu t galimg uzrasyti taip:

plz.1)= [ ,5lz - Z(2,.0))p, )
Diferencijuojame Sig lygybe pagal laika:

gp(zt —jf5( AER XEN

[ [_a_zjv 5z -2z, 1))y 2,)

ot

_jd*cD(Zt)V 5z -2, (,)
= V. [E,0lZ.1 6~ Z(,.0))p,(z,)

=-V. { Z IIJ 5( (Zm ))/00(20)}
= VA0 plz.0) =V {Zplz.0)

Taigi isvedéme tolydumo lygtj. Ji yra ekvivalenti sistemos dinaminéms lygtims ir tei-
singa bet kurios dimensijos dinaminiai sistemai. Tolydumo lygtis apraso vienody siste-
my ansamblio dinamikg, kai atskiry ansamblio nariy pradinés sglygos yra skirtingos.



Gausinis procesas ir Fokerio-Planko lygtis (XVI)

« Antras etapas (vidurkinimas pagal atsitiktine jégg). Antras Fokerio-Planko
lygties iSvedimo etapas yra ilgesnis ir sudétingesnis. Sio etapo tikslas yra gauti
Brauno dalelés tikimybés tankio funkcijos lygtj. Brauno dalelés tikimybés tankio
funkcijg P(x,v,t) gausime, suvidurkine funkcijg o(x,v,t) pagal atsitiktinés jégos

realizacijas

P (x, v, t) = < p(x, v, t)> :

Lygtj del P(x,v,t) gausime iS tolydumo lygties, vidurkindami jg pagal atsitiktine jéga.
Cia mums prireiks postulaty apie atsitiktinés jégos statistines savybes. PradZioje
uzrasysime tolydumo lygtj patogesne forma

gp(x, v, t) = —% {vp(x, v, t)}— % {(— yv+ f(X) + f(t))P(X, v, t)}

=— Aop(x, Vv, t) —ilp(x, V, z‘)

Cia mes jvedéme du tokius diferencialinius operatorius:

fy=ve-r-per W |L=d) =

Pirmasis operatorius yra grynai deterministinis, o j antrg jeina atsitiktiné jéga &(t),
kuri pagal prielaidg yra baltas (delta koreliuotas) Gausinis triukSmas.

>




Gausinis procesas ir Fokerio-Planko lygtis (XVII)
» Apibrézkime pagalbine tankio funkcijg of(t), kuri siejasi su tankiu p(t) tokia lygybe

plt)=e™olt)

Cia, kad bty papraséiau, mes neraSome funkcijy argumentuose x ir v kintamujy, o
iISskiriam tik priklausomybe nuo t. Gaukime lygtj pagalbinei funkcijai o(t).

9 e O'(z‘)] =1, [e_f““ O'(z‘)] ~L [e_f“)t O'(z‘)]

ot
—Lle (i) |+ e ™ %G(r‘): L5 (1) —i]le_f“fc:r(z‘)]
r ) | ) 0 t —Lyt
e | %a(t) =—Le™ol) mmmp —ofr)=—e"Le o)
ga(fp Do) [Pe)=eie™ o lr)

Pastarosios lygties sprendinj formaliai galima uzrasyti taip:

a(r>=ex{—jdf ﬁ(fﬂa(m




Gausinis procesas ir Fokerio-Planko lygtis (XVIII)

- Siame atsakyme eksponente iSskleidziame Teiloro eilute ir suvidurkiname $ig lygtj

pagal atsitiktine jéga. ] ) ) % -
o(t)= 2(—”1') Udfﬁ(f)]n 6(0) mmp (c(2)). = 2 — U'dr' I}(t‘)J (0)

Prisiminkime, kad V(f)oc f(f) . Cia &(t) yra baltas (delta koreliuotas) Gausinis
triukSmas su nuliniu vidurkiu. ApskaiCiuokime israiska:

) = jdfﬁ(f) ” =Idf1-"rdfn ﬁ(tl)”.l}(tﬂ) .
o] a0,

Gausinio proceso daugialaike koreliaciné funkcija lygi nuliui, jeigu n nelyginis. Jeigu
n=2m lyginis, tai daugialaike koreliacine funkcijg galima isreiksti suma sudaryta is
dvilaikiy koreliaciniy funkcijy sandaugy

D) o)) =(PPe) (P00 Pl P le,)) o+

[

Viso (Z_m)' nariy
m!2"



Gausinis procesas ir Fokerio-Planko lygtis (XIX)

« Daugiamatis integralas nuo pastarosios iSraiskos lygus sumai (Z_m)m'
sutampanciy integraly. m!2

A f - A 3 (2m)! | > 5 5

sz = 'O[dfl - - '[[ dfzm <V(rl)- . -V(rla}r)>_:._, - . !2m‘ E.[ Jdﬁjm‘< )V(ﬁ; )>:_ oo '<V(r2m—1)V(r2m )>:_

_ (2”’2”27! @ dzlidzz <ﬁ(r1 W1z, )>§ ]m

Taigi dydziui Q,,, gauname tokig israiskg

O, = <u dt I}(t'))2m> =%(Idgldg<l}(ﬁ)f}@z )>§Jm

ir dabar galime apskaiciuoti pagalbinés tankio funkcijos vidurkj

o, =| ZE 0. 0| S0l

1n=0

t

i Zomi[_ [afarfitic), | o

0




Gausinis procesas ir Fokerio-Planko lygtis (XX)

Pastaroji suma yra eksponentés Teiloro eiluté, todél

a(t)). =eXij:drlidtz<l}(tl)l7(zz)>4g(o) (ﬁ(t)_etﬂr (/) % e‘EO’]

Dabar apskaiCiuosime integralg eksponentés argumente

lr r > t 6 o (1,1 6' —Lts
E!dg!dg@/(t] > :—J‘dtj‘dt lﬂlave“ﬂ‘-- l)aelﬂ-
_4| dtjdr 51,1, )t 2 ghate) &
2 ov oV
t 2
— g dfl eLofl 8_2 e—Lofl
2 ov

Todél pagalbinés tankio funkcijos vidurkis yra

2

(ol1)) .= ex;{g j e %e“i"“ }U(O)
0



Gausinis procesas ir Fokerio-Planko lygtis (XXI)

Diferencijuodami Sig iSraiSkg gauname, kad <o-(t)>§ tenkina tokig diferencialine lygtj
2 A
olr), =L e (o),

Dabar jau galime gauti lygt] ir suvidurkintam tankiui (,0(1»5

(plt)), =™ (olt)),

Diferencijuojame Sig lygybe pagal laikg ir panaudojame virsutine lygtj dél <O'(f)>é:

;(,0( ).=-L L°I<O{f)> a,< ol1)).
iAo 2 L
=—Ly(plt)), +5p<p(’)>

Prisimine, kad ﬁo :vg—y—yv%+f(x)§ ir <p(t)>§ :P(x,v,t)



Gausinis procesas ir Fokerio-Planko lygtis (XXII)

galutinai gauname Lygt] Brauno dalelés tikimybés tankio funkcijai P=P(x,v,t)

oP  oP 0 q@2P [q ykT j
oF _ 0P O o \P — 2D
vt Tl L0t [

Tai yra Fokerio-Planko lygtis. P(x,v,t)dxdv yra tikimybé kad momentu t Brauno
dalelés koordinaté ir greitis bus atitinkamai intervaluose [x, x+dx] ir [v, v+dv].

» Svarbu pazyméti, kad tikimybei P galioja tvermés désnis, nes Fokerio-Planko
lygt] galima uzrasyti, kaip tolydumo lygtj.

oP -
—==V.J
Ot

Cia V. :(6/ ox,0/ 81/) yra gradiento operatorius (x, v) fazinéje plokStumoje.
Tikimybés srautas Sioje plokStumoje yra

J = (Jx,Jv): [vP,va—f(x)PJrga—Pj

» Bendruoju atveju Fokerio-Planko lygtis yra gana sudétinga ir jg nepaprasta iSspresti.
Toliau panagrinésime du atskirus atvejus, kai tikimybés tankio funkcija priklauso tik nuo
vieno (X,v,) fazinés plokStumos kintamojo, t.y., kai P=P(x,t) ir kai P=P(v,t)



Gausinis procesas ir Fokerio-Planko lygtis (XXIII)

Didelés trinties riba

* Pradzioje panagrinésime didelés trinties ribg, kai galima nepaisyti Brauno dalelés
greicio nusistqvéjimo proceso. Kai ylabai didelis, pirmoje Lanzeveno lygtyje galima
atmesti narj vV ir uzrasyti jg taip

e fls)e £0) b 0=y /() () b v L))

Sis artéjimas atitinka begalo greitg grei¢io nusistovéjimo procesa. Tuomet Lanzeveno
lygtys jgyja tokj pavidalg

(&le), =0] |(&lr)e(e)), =gqole~r)

5(1‘) — Gausinis procesas

=y = [f(x)+ ()
4

« Su Siomis lygtimis reikia pakartoti tai, kg daréme bendresniu atveju ir gauti atitinkamg
Fokerio-Planko lygtj didelés trinties riboje. Pirmiausiai pazymékime, kad dabar Brauno
dalelés judéjimas apraSomas pirmos eilés diferencialine lygtimi. Todél dabar tolydumo

lygtis priklausys tik nuo vieno dinaminio kintamojo X

% p(x,t)=—§(vp(x,f))5—Aop(x,l‘)—ﬁp(x:’) foZ%(@{‘a&x)}rf}(/X)sx L :%t)g




Gausinis procesas ir Fokerio-Planko lygtis (XXIV)
Kaip ir anksCiau, jvedame pagalbine tankio funkcijg of(t)

plt)=e"olt)

Sios funkcijos vidurkiui, kaip ir ankscCiau, teisinga tokia iSraiSka

_ ex{%idflidt2<ﬁ(zl W, ))40(0) (V(t) =l ol = £) s © eﬁofj

¥ ox

ApskaicCiuojame integralg eksponentés argumente

_Idt Idt < > Idt P ;l ool i S

— i dt J.d[ 5 ) Lyt Ee]:o(fz—fl) ie—iofz
2;/ g ox ox

— q I L()tl _Lofl

0
Pagalbinés tankio funkcijos V|durk|s.

(o), = { Jare Ze o)



Gausinis procesas ir Fokerio-Planko lygtis (XXV)

Diferencijuodami Sig iSraiSkg gauname, kad <O_(t)>§ tenkina tokig diferencialine lygtj

0 0 i,
£ lofo), =5 e ol

Dabar galime gauti lygtj suvidurkintam tankiui <P(f)>§
(plt)), =™ (olt),

Diferencijuojame Sig lygybe pagal laikg ir panaudojame virsutine lygtj dél <O'(f)>§

Z (), =L ™ ofr), +e ™ 2 olr),

ot
_ 7 Ly Y4 Iy a_z ~Lyt
= L0<p(l‘)>§+e 2}/26 axze (G(t»g
_ 4 @
= 0<p(l‘)>§ T 21 Ox° <p(t)>§
Prisimine, kad L, :l(éf(x)]+f(x) g ir <P(f)>§ = Px,1)
y\ ox y Ox



Gausinis procesas ir Fokerio-Planko lygtis (XXVI)

galutinai gauname Lygtj Brauno dalelés tikimybés tankio funkcijai P=P(x,t)

’ kT
P _ 101 plet P [zzﬂ/_:yzD]
ot ¥y 0X 2y 0x 2 m

Tai yra Fokerio-Planlo lygtis didelés trinties riboje, arba Einsteino-Smoluchov-
skio lygtis. P(x,t)dx yra tikimybé kad momentu t Brauno dalelés koordinaté bus
intervale [x, x+dx].

- Cia, kaip ir anksgiau tikimybei P galioja tvermés désnis, nes Eindteino-Smoluchov-
skio lygtj galima uzrasyti, kaip tolydumo lygtj.

1 oP
oF__ Y J==f(x)P-D—
ot ox 4 0Xx
 Laisvai Brauno dalelei (f(x)=0) Einsteino-Smoluchovskio lygtis virsta paprasta
difuzijos lygtimi. oP 2P
_— = D_2
Ot ox

Jos sprendinys, esant pradinei sglygai P(x,O) = 5(x), yra Gauso sKkirstinys

1 X’
exp| ———
4 Dt 4 Dt

P(x,t) =



Gausinis procesas ir Fokerio-Planko lygtis (XXVII)

Sis sprendinys aprado erdvine Brauno dalelés difuzijg. Nors pradiniu laiko momentu
dalelé yra koordinaCiy pradzioje, su laiku jos tikimybés tankio funkcija artéja prie
homogeninio pasiskirstymo. Kai y didelis, charakteringas laikas, per kurj tikimybes
tankis tampa erdviskai homogeniskas, yra ilgas, nes proporcingas y
2 2
r = L — ymL oc ¥ (L —charakteringas sistemos ilgis )

D kT

Tai reiSkia, kad didelés trinties riboje erdvinés fliuktuacijos relaksuoja |étai.

» Taciau Einsteino-Smoluchovskio lygtis neapraso Brauno daleliy greiCio relaksacijos
procesy, nes iSvedinéjant jg buvo tariama, kad tas procesas yra begalo greitas. Dél
to Einsteino-Smoluchovskio lygtis yra neteisinga trumpiems laikams, kai t yra
mazesnis uz charakteringg greicio relaksacijos laikg

1
t<7,=—

/4

Norint jsitikinti tuo, kad Einsteino-Smoluchovskio lygtis yra nekorektisSka trumpiems
laikams reikia panagrinéti jos sprendinius, kai ¢ —0 .



Gausinis procesas ir Fokerio-Planko lygtis (XXVIII)

IS EinSteino-Smoluchovskio lygties sprendinio iSplaukia, kad vidutinis kvadratinis
nuokrypis didéja proporcingai t:

o (t)=(x*(¢)) = 2D

IS Cia gauname, kad standartinio nuokrypio kitimo greitis diverguoja maziems t:
1

G(z‘):\/TDt —) ga(t)oct_z —> 0

4 Y

Tai reiSkia, kad dalelés judéjimas yra netolydus. Tai yra pasekmé to, kad Einsteino-
Smoluchovskio lygtyje neatsizvelgta | greiCio relaksacijos procesas.

 Toliau kaip tik panagrinésime, kaip relaksuoja prie pusiausvyros Brauno dalelés
greicio fluktuacijos. Mes jau Zinome, kad vidutinio greiCio charakteringas relaksacijos
laikas 1

T, =—

/4

t.y. didelés trinties riboje vidutinio greiCio relaksacija yra trumpalaiké. Nagrinédami
greicio fluktuacijos dinamikg, mes nepaisysime erdvinés tikimybés funkcijos
priklausomybés ir iSvesime lygtj tikimybés tankiui P(v,t). Cia P(v,t)dv yra tikimybé,
kad momentu t Brauno dalelés greitis yra intervale [v, v+dv]. Mes pamatysime, kad Si
funkcija labai greitai (kai y didelis) artéja prie Maksvelo skirstinio.



Gausinis procesas ir Fokerio-Planko lygtis (XXIX)

Trumpalaiké greicio relaksacija

« Laisvos (f(x)=0) Brauno dalelés greiCio dinamika aprasoma tokiomis Lanzeveno
lygtimis

(&), =0] [(&W)(e), =qole—r)

§(z‘) — Gausinis procesas

V=—yV+ 5(1‘)

« Su Siomis lygtimis galima vél pakartoti visas operacijas, kurias atlikome iSvedinédami
bendrg Fokerio-Planko lygtj arba EinSteino-Smoluchovskio lygtj, ir gauti lygtj tikimybés
tankiui P(v,t). TaCiau lygtj del P(v,t) galima gauti ir kitaip. Kadangi

P(v,t)= _deP(x, v,1)

tai lygtj déel P(v,t) galime iSvesti iS bendros Fokerio-Planko lygties (tariame, kad f(x)=0)

o0 2
Idx{ 8_P:_v8_P+ﬂ(7vP)+ga_1;’
7 ot ox Ov 20V

Suintegruojame Sig lygtj pagal x ir pasinaudojame tuo, kad P(x, v,t)( \ =0.

x=tw



Gausinis procesas ir Fokerio-Planko lygtis (XXX)

Taip gauname Fokerio-Planko lygtj tikimybés tankio funkcijai P(v,t)

oP 0 q O°P qg ykT
* —=y—WP)+—— L=
) ot yav( ) (2 m )

Priminsiu, kad P(v,t)dv yra tikimybé, kad momentu t Brauno dalelés greitis yra
intervale [v, v+dv].

* ISspresime Sig lygtj su pradine sglyga P(V’O):5(V_V0)| , kuri reiskia, kad pradiniu
laiko momentu t=0 Brauno dalelés greitis yra v,,.
Pradzioje surasime stacionary sSios lygties sprendinj

2
20V m Oy P kT

| mv’
( ) Psr (V) - \/27rkT/m exl{_%]

TFaigi matome, kad stacionarus Fokerio-Planko lygties sprendinys yra
pusiausvyrinis Maksvelo skirstinys. Toliau parodysime, kad nestacionarus
lygties (1) sprendinys asimptotiskai artéja prie pusiausvyrinio Maksvelo skirstinio.




Gausinis procesas ir Fokerio-Planko lygtis (XXXI)

» Pastebésime, kad Maksvelo skirstinys yra Gauso skirstinys, t.y. ta pati
matematine iSraiSka vadinama dviem skirtingais vardais: fizikai dazniau vartoja
Maksvelo vardg, o matematikai — Gauso. Uzrasykime stacionary sprendinj (*), kaip
paprastai bendruoju pavidalu uzraSomas Gauso skirstinys

P)= L e LT, 0 ai=(e,F), <2

» Nestacionary Fokerio-Planko lygties (*) sprendinj ieSkosime Gauso skirstinio
pavidalo, kurio parametrai priklauso nuo laiko

= |P( t):\/z?%c(t) xp =00 o (1)=((Me)-(0)))

Parametry priklausomybe nuo laiko nustatysime iS LanZeveno lygties

V=—pv+&(t) m W) =ve” +e }”Idz" TE)  — <v(t)>:voe_“

Gz(t):<(v(t)—voe_” ’)2>— [}’ t j dfe’" & )T —e j.dt]j.dtzey ("”z)(g‘(tl)é"(tz))



Gausinis procesas ir Fokerio-Planko lygtis (XXXII)
t t {
o> (f) _ e—2er'dtlJ.dtzeﬂf(tﬁtz)qé‘(tl _tz) _ qe—ZytJ‘dtle%ftl _ 2&}/82;/1 (ezyt _1)
0 0 0

:%(l_ezy/r):k_n{(l_ezw)

* Jrasome gautas iSraiskas <v(z‘)> ir O'(t) j ieSkoma sprendinj (***) ir gauname

e i

Nesunku tiesiogiai patikrinti, kad Sis sprendinys tenkina Fokerio-Planko lygtj (*).
Jis taip pat tenkina ir pradine saglyga, nes limP(v,t)—>5(v—v0).
1—0

« Kai t — oo Sis sprendinys asimptotiSkai arteja prie stacionaraus sprendinio (**)

1/27rkT/m p{ ZkT]

t.y. pr|e pusiausvyrinio Maksvelo skirstinio. Kai y didelis, Brauno dalelés ,maksvelizaci-
jos” laikas yra labai trumpas 7, —1/;/ tuo tarpu erdviniy fluktuacijy relaksacijos laikas

—labaiilgas 7_ocy. D|deI|ems laikams 7 >>7 Einsteino-Smoluchovskio lygties
taikymas yra pateisinamas, taciau ji netesinga trumpiems laikams, kol nenusistoveéjo
Maksvelo pasiskirstymas pagal greit;.

P, t)—)P



Markovo grandinés, pagrindiné kinetiné lygtis (1)

- Siame skyriuje plagiau panagrinésime Markovo procesus. Mes pradésime nuo
paprascCiausio Markovo proceso — Markovo grandinés. Markovo grandinémis
aprasomi procesai, kuriuose stochastinis kintamasis yra diskretinis ir perejimai
tarp jvairiy diskretinio kintamojo verc¢iy vyksta diskretiniais laiko momentais,
panasiai, kaip atsitiktinio klaidziojimo uzdavinyje. Panaudojus Markovo grandiniy
teorijg pademonstruosime elegantiskg klaidziojimo uzdaviniy sprendimo badg.

Markovo grandiniy dinamika pilnai nusakoma peréjimo matrica, kuri
bendruoju atveju yra nesimetriné. Mes pamatysime, kad Markovo grandinés lygtis
galima iSspresti skleidziant tikimybeés funkcijg tikriniais peréjimo matricos vektoriais
(spektrinés dekompozicijos metodas).

« Kai laiko intervalai tarp jvykiy yra mazi mes iSvesime vadinamajg pagrindine
kinetine lygtj (master equation). Tai diferencialiné laiko atzvilgiu lygtis, nes
diskretinis laikas Markovo grandinéje pakeiCiamas tolydziuoju. Kai peréjimo greiciai
tenkina detalyjj balansa, stacionarus kinetinés lygties sprendinys nesunkiai
surandamas iteracijy metodu. Detalaus balanso principg tenkina daugelis sistemy, kai
jos yra arti termodinaminés pusiausvyros. Mes panagrinésime kai kuriuos atsiradimo
ir isnykimo (birth-death) procesus aprasomus pagrindine kinetine lygtimi.
Pateiksime pavyzdziy is idealiy dujy kinetikos, populiacijy dinamikos ir cheminiy
reakcijy kinetikos. Pademonstruosime kinetinés lygties sprendimo bida taikant
generuojancios funkcijos ir charakteristiky metoda.



Markovo grandinés, pagrindiné kinetiné lygtis (lI)

Markovo grandinés

« Markovo grandiné (arba diskretinis Markovo procesas) yra paprasciausias
Markovo proceso pavyzdys. Siame procese laikas t ir stochastinis kintamasis Y yra

diskretiniai dydziai .
{y(n)} — stochastinio kintamojo Y realizacijos, n=1,2,...,M

t=s7— laiko momentai, kuriais sistema pereina iS vienos blsenos j kitg, s=1,2..., o

W(n,s)— tikimybé, kad Y verté momentu s yra y(n)
P(nl,sl‘nz,sz) — tikimybé, kad Y verté momentu s, yra y(n,), jeigu momentu s, ji buvo
y(n,) (tai yra peréjimo arba sglyginé tikimybé)

- Sios dvi tikimybés pilnai aprado Markovo grandine. Jos tenkina panasias lygtis, kaip
Markovo procese su tolydiniu Y kintamuoju, kurias mes uzraseme, kai nagrinejome
empirine Brauno judéjimo teorijg. Cia tik integralus reikia pakeisti sumomis.

M
*) ns+1 =ZWI71S)P( , )
m=1

) Capmano-Kolmogorovo

5 (suderinamumo) lygtis

) iP(nO,SO‘m S) (

m=1

= [Plys,




Markovo grandinés, pagrindiné kinetiné lygtis (lI)

Spektrines savybes

 Tiriant Markovo grandines patogu apibrézti peréjimo (arba salyginiy tikimybiy)

trica:
e 0,,(s)=Plm,s

Bendruoju atveju Si matrica

n,s -+ 1) ) .
yra nesimetrine

 Toliau nagrinésime nepriklausomos nuo laiko peréjimo matricos atvejj

O = P(m,O n,l) = P(m, S

« Tuomet jradius j Capmano-Kolmogorovo lygtj n,=m ir s=s,+1 gauname

1,8, + 2) = iP(m, S, ‘m’ , 8+ I)P(m*' .8, +1in, s, + 2) = i OO = (Q2 )mr,,,,

mi'=l1 m'=l1

Analogiskai jraSius s=sy,+2 gauname

n,S+l)‘

P(m', S,

M

n,s, + 3) = iP(m, S, ‘m' , S, + Z)P(m', s, +2\n, s, + 3) = Z:(Q2 )J?::J?:'Qm':n = (Q )m

m'=1 m'=1

P(m, S,

- Taip tesiant iteracijas surandame Capmano-Kolmogorovo lygties sprendinj

Plim,syjn.s)=(0""),.,




Markovo grandinés, pagrindiné kinetiné lygtis (V)

- Zinant tikimybes W(m,0) pradiniu laiko momentu s=0 galima apskaiciuoti
tikimybes bet kuriuo laiko momentu s. Cia patogu taikyti Dirako zyméjimus.
ApibrésSime tikimybés vektoriy, kaip vektoriy eilute

(W (s)| =W (ls) W(2,s)---W(M,s))
Tuomet lygtj (*)

M

W(n, S) = iW(m, s — l)P(m, S —l|n, S) = ZW(m, s—1 o
m=1

galima uzrasyti matriciniu pavidalu "
(wis)=w(s-1)o| ¢
Sios lygties sprendinys randamas iteracijy metodu
(wls)=(w(s-1)jo=(W(s-2)00=...= (W)
ty., w(s)=(w()o| .

0

Cia <W(0)‘ - pradiné tikimybés vektoriaus verte.

Masy tikslas iSreiksti <W(S)’ peréjimo matricos Q tikrinémis vertémis ir vektoriais.



Markovo grandinés, pagrindiné kinetine lygtis (V)

« Matrica Q bendruoju atveju yra nesimetriné kvadratiné MxM matrica. Jos tikrinés
vertés bendruoju atveju kompleksinés. Reikia spresti du tikrinius uzdavinius —
kairiesiems vektoriams eilutéms ir desSiniesiems vektoriams stulpeliams:

(v (1)

=(7,(1) 7,(2) - (M) ;)

’11‘5”1>:Q‘V/f>

0 Todél abu uzdaviniai turi tg patj
tikriniy verciu rinkinj.

(7

Y, (M )/

/li :<Zi

<Zi

Ollv,) (x

Tikriniy verciy lygtis abiem —
uzdaviniams yra ta pati: det(Q ]/1)

* Nesunku jsitikinti, kad kairieji ir deSinieji tikriniai vektoriai yra ortogonalis. Dél
to kaire lygtj padauginame is deSinés i$ ‘%> , 0 deSine is kairés iS <Z1‘ ir atimame

vieng lygtj is kitos:
(ﬂ'i_/leZi Q‘y/j>_<Zi Q‘V/j>:0

Jeigu A, #A4, tai <Zf‘%> = 0. Tikrinius vektorius galima normuoti, tuomet

l//j>:5i,j

v;) =7,

(7




Markovo grandinés, pagrindiné kinetiné lygtis (V1)

 Kokios tikriniy verciy kj savybés? Pirmiausiai galima jrodyti nelygybe ‘ﬂj‘ <l

M
,1]_‘(//» :Q‘(//j> — /IJI,V_, ZQn ij ‘/L'l//j(”j = 4 n,mwj(m*

M ; ZM - <2M ‘Z |
=) ‘EJHWJ(H)(SZQH’M z//j(m)| (Clg .panaudOJ.ome nelygybel 11| = Ll kuri
=1 galioja bet kuriems kompleksiniams skaiciams Z; )

‘WJ(M)( S|l,Vj(mO)( — Cia indeksas m, atitinka maksimalig ‘I//J X verte taip, kad Si
nelygybé galioja visiems m. Tuomet

(iS busenos n sistema butinai

=, mO ‘ éia ZQnm —1 perina j kurig nors buseng m
/ arba lieka bisenoj n)

S0, (m m) <y, (m, \ZQn

m=l1 m=l

| pradine nelygybe jraSome n=m,, ir gauname ‘/IJ.HWJ (moj < ‘l//j(mo)( arba

‘Aj‘sl

Taigi visos peréjimo matricos tikrinés vertés pagal modulj ne didesnés uz vienets.



Markovo grandinés, pagrindiné kinetiné lygtis (VII)

« Dabar jrodysime, kad yra tikriné verté lygi vienetui, A, = 1. Nesunku jsitikinti, kad
desinysis tikrinis vektorius su visom komponentém lygiom vienetui l//l.(n)zl, n=L...M
atitinka tikrine verte A =1 .nes

M (iS busenos n sistema butinai
/1!//1 ZQH mlﬂ, = Ixl= ZQnm x1=1 perina j kuria nors biisena m
m=l1

arba lieka busenoj n)

Atitinkamas kairysis vektorius turi tenkinti lygtj

0

Pastebésime, kad Si lygtis aprasSo stacionary tikimybeés vektoriy, t.y.

vektoriy, kuris nekinta laike <VVST(S)‘ :<WS‘T(S_1)‘ =<const(s)‘ ir pagal
apibrézima tenkina lygybe

ZZI n m arba <Zl = <Zz

<VVST‘ :<I/VST|Q

Taigi, kairysis tikrinis vektorius atitinkantis vienetine tikrine verte
sutampa su stacionariuoju tikimybés vektoriumi

= (W | =(const(s)| arba  y.(n)=W,,(n)=consts)

<Zf




Markovo grandinés, pagrindiné kinetiné lygtis (V)

« Dabar grjSime prie tikimybés vektoriaus dinaminés lygties (****) :
(W(s)|=(w(0)

ISskleisime tikimybés vektoriy tikriniais kairiaisiais vektoriais:

(s) = f( slal)

QS (****) ]

IS Cia :

WO =Xz ) = @,00)= (0],

padauginame lygtj
J= .
iS deSinés is |Wm

IraSome (W(S)\ ir (W(O)\ skleidinius j lygtj (****):

30357 00 -

J=1

Aa, (0)

—> a.(s) =Aa, (O) = /1S.<W(O)‘ t,uj>

J J J




Markovo grandinés, pagrindiné kinetiné lygtis (1X)

Jrase Sig iSraiSkg | lygt] (*****) galutinai gauname

(w )|— <ZJ‘/1“S< ‘l//j> (Frirrr).

Si formulé ireiskia tikimybés vektoriy <W(s)‘ momentu s per pradine verte <W(O)‘
bei tikrinius peréjimo matricos vektorius ir tikrines vertes.

 Detali tikimybés vektoriaus dinamika priklauso nuo peréjimo tikimybés matricos Q

struktdros. Kai peréjimo matrica yra reguliari (Q yra reguliari matrica, jeigu ji neturi
nuliniy elementy) tai tikimybés vektorius <W(S)‘ asimptotiskai artéja prie
stacionarios vertés <WST| , kal § —> 0.

» Pastarasis teiginys plaukia iS formulés (******). [S tikryjy, mes zinome, kad visos
tikrinés vertés, iSskyrus vieng, pagal modulj mazesnés uz 1 ir viena tikriné verté lygi
vienetui. Tegul tai bdna pirma verté, t.y., /L =1, o kitos tikrinés vertés tenkina
nelygybe ‘),j‘ <1, j=2,...,M . Tuomet, kai s —00 visi nariai ggsta, iSskyrus pirma:

Wls)| === (| A O) i) = = Wt |

Cia pasinaudojome tuo, WM oM
kad ¥/, (”)=1 visiems n, todél: <W(O)‘W1> T L= W(n,O)//l(n)_ n=1 W(n,O)

1



Markovo grandinés, pagrindiné kinetiné lygtis (X)

- Sio skyriaus pabaigoje iSreikdime dar tikriniais vektoriais peréjimo matricg Q.
Lygt] (******) galima formaliai uzrasyti taip:

M
(W(s)| =2 W0 4 |w, x|
=l
Tuomet sulyginus Sig lygtj su (****), t.y. su <W(S) =<W(O)‘Qjauname
M
o :Z;@ WJ‘><ZJ|
=

Dabar galime iSreiksti tikriniais vektoriais peréjimo tikimybe

M M
Plmsfs)= (07, = 247l M )= v (m) ()
J= Jj=

Cia panaudojome Dirako Zyméjimus <m‘ Ir |n> atsitiktinio kintamojo realizacijoms
Zyméti, bei ém\%) =y (m) i (;gj ]n> = 7,(n)
« Galima nesunkiai parodyti, kad peréjimo tikimybé taip pat asimptotiskai artéja prie
stacionarios verteés:

n, S) =W (”)

lim P(m, So

§—>00




Markovo grandinés, pagrindiné kinetiné lygtis (XI)
Atsitiktinis klaidziojimas
- Cia dar kartg panagrinésime atsitiktinio klaidZiojimo uzdavinj. Markovo
grandiniy teorijos rémuose jis sprendziasi labai elegantiSkai.

» Nagrinésime atsitiktinj klaidziojimg vienmatéje begalinéje gardeléje. Tarsime
kad gardelés konstanta yra A, o charakteringas dalelés peréjimo laikas tarp
jvairiy gardelés mazgy yra 7.

W(nA,sz-) — tikimybé surasti dalele taske x = nA po s zingsniy.

P(mA,ST’nA, (S+1)z') — tikimybé, kad per laikg 7 dalelé i$ tasko
x =mA pereis | taSkg x = nA.

Markovo grandinés dinamika aprasoma lygtimi
W(nA, (S + l)r) = i W(mA, s r)P(mA, ) r‘nA, (S + l)r)

Tarsime, kad dalelé vienoda tikimybe gali pajudéti vienu zingsniu | kaire ir j deSine

(bendruoju atveju Sis formalizmas leidzia nagrinéti ir sudétingesnius variantus ),

tuomet: 1 1
P(mA, S T‘VIA, (s + 1)*[) =3 + 5 )

n,m+l1 n,m-1



Markovo grandinés, pagrindiné kinetiné lygtis (XII)
Tuomet tikimybés dinamika uzrasoma tokia lygtimi

W(nA, (s+1)f)=%w((m1)A,Sf)+%w((n_1)a,w)

« Riboje mazy A ir 7Si lygtis virsta diferencialine. Kad tuo jsitikintume, atimame i$
abiejy pusiy W(nA,sr) ir padaliname i$ 7.

2

W(nA,(s+1)r)-W(nA,st) _ N |:W(HA +A,5T)+W(nA=A,s7T)- ZW(}‘?A,ST):'

T 2T N A2
Prisiminkime, kad x =nA,f=s7 Riboje A = 0,7 — 0 tariant, kad D = — = const
gauname difuzijos lygtj: 27
aW(x t) aZW(x t) Tarkime, kad pra- W(x O): 5(x)
ot 2 diné saglyga yra: ’

* Nors mes jau zinome Sios lygties sprendinj, dar kartg iSspresime Sig lygtj Furjé
transformacijos metodu:

W)= jdkﬁ(k,t)e—m_, MWlk1)

=DKW (k,t), W(k,0) = 1esp W(k,t) ="

W(x t — '[ dle PF e ™ #8_4—& (Gauso skirstinys)
At



Markovo grandinés, pagrindiné kinetiné lygtis (XIlII)
Pagrindine kinetine lygtis (master equation)

 Fizikoje ir kituose moksluose daznai tenka nagrinéti procesus, kuriuose laiko
intervalai tarp jvykiy kinta tolygiai ir atsitiktinai, o stochastinio kintamojo Y
realizacijos yra diskretinés, Y=Y . Tokiu atveju tikimybés tankio funkcijos W(n,t)
laiko evoliucijg galima aprasyti diferencialine lygtimi. Cia panagrinésime atvejj, kai
elementarls jvykiai arba peréjimai pasireiskia per labai trumpus laiko intervalus
ir kiekvieno jvykio metu tikimybés tankio funkcija kinta nezymiai. Tokiems proce-
sams apraSyti taikoma vadinamoji pagrindiné kinetiné lygtis (master equation).

Pagrindinés kinetinés lygties iSvedimas
» Mes startuojame nuo pirmosios Markovo grandinés lygties (*), tacCiau tariame, kad
laikas yra tolydusis kintamasis ir uzraSome jg tokiu pavidalu:

W+ A1) = W(m0)Pm,

m=I

mi+Ar) ()

» Maziems At iS Sios lygties galima tokiu budu sukonstruoti diferencialine lygt:

am(nt) _ Hm(W(n,r +At)-W(n, r)) i ZW(}” 02

A1+ Ar)— ciﬁ:n]

of At—0 A A0 Af ==



Markovo grandinés, pagrindiné kinetiné lygtis (XIV)
« Mazy At riboje, peréjimo tikimybe skleidziame Teiloro eilute

M
P(m:'[ n9[+ AZ) = é‘m___n |:1 _Atzpm,] ([):| + (1 _é‘m___n )pm_.n ([)AZ+ T
[#m
%, o . : : M
Cia pats bepslnauggs sk!eldlmo payldalas, Kuris ZP(m,tn,t—i—At):l
tenkina peréjimo tikimybés normavimo salyga: —
Sioje lygtyje Pmn Yra peréjimo tikimybes greitis, tiksliau
M#N: pm’n(r)At — peréjimo tikimybé i$ blisenos m j bliseng n
- - laiko intervale t >+ At
M
m=n: |[1-AtY p,,(¢)| —tikimybeé kad laiko intervale — 7+ At
(;:1) ’ nebus jokio peréjimo
l#m

Tuomet Markovo grandinés lygtj (*) galima uzrasyti taip:

0 W(”’» ! ) -~ — pagrindiné kinetiné lygtis
T — Z[W(m9 t) nm,n (I)_ W(”’ t) n,m (t)] (m aster eq uatio n)

m#n_—¥ -

Peréjimai 18 visy biiseny ] biiseng N Peréjimai 18 blisenos N j visas kitas biisenas




Markovo grandinés, pagrindiné kinetiné lygtis (XV)

Stacionarus sprendinys ir detalusis balansas

« Stacionarus pagrindinés kinetinés lygties sprendinys surandamas i$ sglygos:

0
ot

W(t)=0 w3 [, (m)p,, iy (n)p, |0

m#n

peréjimo tikimybés tenkina salyga:

I/VST(’n) mn I/VST(n) n,m = O

Detalusis balansas visada galioje sistemoms esanc¢ioms termodinaminéje
pusiausvyroje. Detalaus balanso principas taip pat daznai bdna tenkinamas ir
nepusiausvyrinéms sistemoms.

Kai galioja detalusis balansas tai stacionarus sprendinys surandamas
paprastomis iteracijomis:

W;‘T (2) — I/VST(I)pl,z /p2,1 > W;‘T (3) — W;‘T (2) P 5 /p3,2 P

Nestacionarus uzdavinys Siuo atveju irgi salyginai paprastas, nes susiveda |
Kinetine lygtj su simetrine peréjimo matrica.



Markovo grandinés, pagrindiné kinetiné lygtis (XVI)
Pavyzdys: artéjimas prie pusiausvyros dviejy indy modelyje

« Pagrindiné kinetiné lygtis labai daznai naudojama aprasant chemines reakcijas,
populiacijy dinamikg ir kitus atsitiktinius atsiradimo ir iSnykimo (birth-death)
procesus. Pradzioje pademonstruosime jos taikymag molekuliy fizikai.

« Tarkime, kad turime indg, pertvara sudalintg | dvi lygias dalis. Pertvaroje yra plona
skyluté pro kurig gali praeiti tik viena molekulé. Pradzioje molekuliy skaiCiai vienoje
ir kitoje indo puséje yra skirtingi. Dél molekuliy atsitiktinio judéjimo per pertvarg
molekuliy skaiciai turi susilyginti. Masy tikslas aprasyti Sj artéjima prie
pusiausvyros pagrindine kinetine lygtimi.

n, o N-n

- -

- Vienas i§ galimy $io procesy modeliy galéty bati toks: kiekviename laiko Zingsnyje
atsitiktinai pasirenkama molekulé ir permetama j kita indo puse. Tuomet tikimybe,
kad molekulé bus pasirinkta duotoje indo puséje bus proporcinga molekuliy skaiciui
toje puséje. Toks procesas turi vesti prie molekuliy skaiCiaus susilyginimo (animacija).
« Sj uzdavinj pirma karta nagrinéjo Paulis ir Tatjana Erenfestai. Kad baty

linksmesné Sio uzdavinio analizeé jie pasiulé kitokig jo interpretacijg — su blusomis ir
sunimis. Kai Salia yra du Sunys — blusuotas ir neblusuotas — tai blusos Sokingja

nuo vieno Suns prie kito ir ilgainiui abu tampa vienodai blusuoti.



Markovo grandinés, pagrindiné kinetiné lygtis (XVII)
» UzraSysime Siam procesui pagrindine kinetine lygtj. Dél to apibréSime tokius dydzius:

n — kairiojo suns blusy skaicius (molekuliy skaiCius kairioje indo puseéje)
N-n — desSiniojo Suns blusy skaiCius (molekuliy skaiCius deSinéje indo puséje)
W(n,t) — tikimybé, kad momentu t kairysis Sou turi n blusy

VAt — tikimybé, kad per laikg At viena konkreti blusa pakeis seimininkg
Pr+1nAt = (n+1) VAt — tikimybe, kad per laikg At bet kuri viena kairiojo Suns

blusa persoks | desSinj sunj taip kad kairiojo Suns
blusy skaiCius pasikeis iS n+1 | n.

Pph-1.nAt = (N-n+1) VAt — tikimybe, kad per laikg At bet kuri viena desiniojo suns
blusa persoks j kairjjj Sunj taip kad kairiojo suns
blusy skaicCius pasikeis iS n-1j n.
1—[pn,n_] +pn9n+.1JAt — tikimybe, kad per laikg At kairiojo Suns blusy
=1-[nv+(N-n)v]ar  skaiCius nepakis, t.y. isliks lygus n.
=1-NvAt

Laiko intervalg At pasirenkame pakankamai maza taip kad per jj
jvyksta ne daugiau, kaip vienos blusos suolis !



Markovo grandinés, pagrindiné kinetiné lygtis (XVIII)

« Dabar Siam procesui galime uzrasyti Markovo grandinés lygtj:

pV(n’I +Al) = h _(Rz_.n—l +Bz,rHl )A[J VV(H? I) + W'(H—LI)RI_L”AI + W(n+ ]’ I)RHI_.HAI
= (1= NvA) W (1,0 )+ W(n =Lt \N—n+1)wvAt+ W(n+ 11 n+1)vAr

Mazy Af —0 riboje $i lygtis virsta pagrindine kinetine lygtimi:

W(n, 1+ Ar) — W(n, r)

Li% v =N (nt)+W(n-Lt\N-n+1)v+W(n+Lt)n+1)v
O — pagrindiné
= W(nt)=W(n—1,t\N—-n+1)+W(n+1,t\n+1)-NW(n,t)|[  kinetiné
lygtis

* Nesunku tiesiogiai patikrinti, kad Sios lygties stacionarus (pusiausvyrinis)
sprendinys yra binominis skirstinys, kurio p=q=1/2:

1 N!

(r=LON =+ )+ 1000+ 1= NP 1) <0 b ()=




Markovo grandinés, pagrindiné kinetiné lygtis (XI1X)

Stacionary sprendinj galima buvo iSsamprotauti iS kombinatorikos. IS tikryjy,

o . . (1™ NI 1 N
Prob(kairiojoje puséje n molekuliy) =| — | | — — :
" J Y [2)[ ) n(N-n)! 2Y nl(N-n)!

2

IS pirmos Sio kurso dalies, kurioje buvo déstoma tikimybiy teorija mes zinome, kad
binominio skirstinio pirmieji du momentai tokie:

N N 2
<”>:Z”WST(”):PN:3§ < > Zn WST p) +Npq:¥
n=0

IS Cia vidutinis kvadratinis nuokrypis, standartlnls nuokrypis ir santykinis nuokrypis:
2
< 2> < >2 N o NN Oy n__ 1
14 — N = =  —— - -
2 T w\weT ) )T

Taigi matome, kad pusiausvyroje kairéje puseéje yra vidutiniSkai pusé visy molekuliy ir
didinant molekuliy skaigiy santykinis nuokrypis nuo $io rezultato mazéja kaip 1/+/N.

Dideliems N binominj skirstinj galima aproksimuoti Gausu ir stacionary sprendinj

galima uzrasyti taip:
2 20n-N/2Y
WST(”)“\/HGXP(‘ - v )]




Markovo grandinés, pagrindiné kinetiné lygtis (XX)

Artéjimas prie pusiausvyros
Dabar panagrinésime, kaip sistema artéja prie stacionaraus (pusiausvyrinio)
sprendinio. Mes meginsime surasti dinamines lytis pirmiems dviems momentams.

Dél to padauginsime kinetine lygtj iS n ir susumuosime pagal visus n.

in %W(n, t)=v[W(n—-Lt\N-n+1)+W(n+ 1Lt \n+1)-NW(n,t)]

Tl;omet: n_imW(n, l‘)n = (n)
gW(n —1, r}(N —n+ 1)}1 = ngW(n,r)(N — n)(n + 1) = N<n> + N — <nz> — <n>

nin(n +1, t)(n + l)n = nzw:mW(n, t)n(n — 1) = <n2> — <n>

Cia sumuojame nuo minus begalybés iki plius begalybé, kadangi Zinome, kad W(n,t)=0,
kai n<0 ir n>N. Jrase Sias iSraiSkas | kinetine lygtj pirmam momentui gauname:

N

W) {0 )=+ 0 e

dt

Matome, kad vidutinis molekuliy skaiCius kairéje indo puséje eksponentiskai artéja
prie pusiausvyrinés vertés, <n(t)> _><nST)EN/2 Ckai t—> o




Markovo grandinés, pagrindiné kinetiné lygtis (XXI)

Analogiskai surandama dinaminé lygtis antram momentui. Dél to kinetine lygtj reikia
padauginti i$ n? ir susumuoti pagal visus n. Atlike panaSius veiksmus, kaip ir

aukscCiau, gauname
@ _ —4v[<n2>— N<n> B NJ

dt 2 4

JraSome | Sig lygtj jau surastg sprendinj <n(t)> ir iSsprendziame j3:

5 N*+N N N + N N dy s
(2 0) =2 (o) - e {( )= < 4nl0) _2Me :
Matome, kad antrasis momentas taip pat artéja prie pusiausvyrinés vertées, kai ¢ —

(0> ()= (v« )

Nesunku nustatyti, kaip kinta laike vidutinis kvadratinis nuokrypis

2 2 > N 2 N 4
o (1) = (n(0))~ (e ) :T(" (O)—Z)e f
Jis artéja prie pusiausvyrinés vertés 0'2(1‘) — o, = N/4 dvigubai didesniu greiéiu,
nei vidurkis <n(t)> Vidurkio artéjimo prie pusiausvyros charakteringasis laikas yra
7,y =1/2v , o vidutinio kvadratinio nuokrypio — 7, =1/4v



<n>/N, c/<n>

) Markovo grandinés, pagrindiné kinetiné lygtis (XXII)
« Zinodami o(t) ir <n(t)> nesunkiai apskaiCiuojame santykinio nuokrypio dinamika:

o) 1 o2(0) ) (n(0)) ) -,
<n0»__JX;J1+(’Gé 1}2 /ﬂ}+{<ng> Ile
Pavaizduosime <n(t)>, <n(t)>+o(t)/2, <n(t)>-o(t)/2 ir o(t)/<n(t)> kitimo dinamikg

skirtingiems N, kai <n(0)>=0, o(0)=0 ir v=1:
<n(t)>+o(t)/2
\

05

041

M/ <n(ty>-o(t)/2

o(t)/<n()>
L

. . . . . . . . . . . . . . . . . . ) 0 n T T T T T T T T ]
o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
t t t

N=100 N=1000 N=10000

« Santykinis nuokrypis of(t)/<n(t)> yra didelis tik pradzioje, kai kairioje indo puséje yra
mazai daleliy. Kai N — «, santykinis nuokrypis yra mazas (proporcingas N-1/2)
beveik visiems t, iSskyrus labai trumpg pradinj pereinamajj procesg. Tai reiskia, kad
dideliy skaiciy désnis galioje ne tik pusiausvyroje, bet yra teisingas ir aprasant
artéjima prie pusiausvyros. Sis faktas leidzia relaksacijos j pusiausvyra
procesg aprasyti makroskopine teorija (nepusiausvyrine termodinamika).

o
=

<n=MN, c/<n>
o
w

02f

=}
[N}

01f

o

0

0




Markovo grandinés, pagrindiné kinetiné lygtis (XXIII)

« Siame modelyje geras makroskopinis parametras yra vidutinis daleliy skaigius
kairioje indo puséje. Jis tenkina paprastg dinamine lygt;:

d(n) _ _2v[<n> _EJ

dt 2

Kai pilnas daleliy skaiCius N didelis, ji gana tiksliai apraso daleliy kitimo dinamikg, nes
tikras daleliy skaiCius n(t) beveik tiksliai lygus vidurkiui <n(t)>. Santykinis nuokrypis
<o(t)/<n(t)> nuo vidurkio <n(t)> yra atvirkSciai proporcingas Sakniai iS daleliy
skaiCiaus N.

- Sig makroskopine lygtj galima nesunkiai gauti i$ ,pirstiniy“ samprotavimy. Vidutinis
daleliy skaicCius kairiojoje indo dalyje kinta dél dviejy srauty. Daleliy srautas is kairés
pusés j desine yra v<n> ir i$ desinés j kaire v (N - <n>). Lygtis aprasanti Siy srauty

balansg yra

di’? = ~v{m AV ~(n))= —21/[(”) _ E]
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Markovo grandinés, pagrindiné kinetiné lygtis (XXIV)

Kinetinés lygties transformacija j Fokerio-Planko lygtj dideliy N riboje

» Nagrinédami stacionary (pusiausvyrinj) kinetinés lygties sprendinj, mes matéme,
kad jis artéja prie Gausinio skirstinio didelio daleliy skaiciaus riboje. Dabar
pazilrésime, kaip transformuojasi pati kinetiné lygtis riboje N - .

Tiriant Sig ribg patogu pakeisti kintamajj
n—N/2

. N 117 _E X =
W)= S ot = ), m=Tenl, ="

Siame keitinyje x yra daleliy skaigiaus nuokrypis nuo pusiausvyrinés vertés
normuotas j N2, Tuomet kinetiné lygtis jgauna tokj pavidalg

N .
—W,w {W(a—r ——1 V+1] W(+\1F TJ[2+x\/§+1J—NW(x,T)}

Tariant, kad N>>1, skleidziame tikimybes Teiloro eilute iki antros eilés nariy
~( N ~ \~
/4 x—i,z‘ :W(x z.‘)— . aW(x°f)+ I 0 W(if,f)
L VN JN & 2N &
| 2
W )C—I—L [ :W(x f) I 5W(x Z) 1 aW(;C Z)
N & 2N a

T~
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Markovo grandinés, pagrindiné kinetiné lygtis (XXV)
Jrase Sias iSraiSkas j kinetine lygtj gauname Fokerio-Planko lygt;

oW _ ol 5 10W __n=N/2
2 ox

Ot 6x JN

» Aprasytas Cia metodas, kuriuo kinetine lygtj pakeitéme Fokerio-Planko lygtimi,
vadinamas Kramerso-Moialo skleidimu (Kramers-Moyal expansion). Toks
skleidimas daznai sutinkamas jvairiuose fizikinés kinetikos uzdaviniuose.

« Nesunku surasti stacionary Fokerio-Planko lygties sprendin;j

~ 2
R
2 dx 4

Gautasis Gausinis skirstinys tiksliai sutampa su ankscCiau nustatytu stacionariu
pagrindinés kinetinés lygties sprendiniu dideliy N riboje!

* Nestacionary Sios lygties sprendinj taip pat nesunku surasti, jeigu pastebéti, kad Si
lygtis pagal formg sutampa su Brauno dalelés Fokerio-Planko lygtimi, kurig gavome
nagrinédami trumpalaike greiCio relaksacijg. Tad Cia jos sprendinj galime nusirasyti:

>
2 2(x — xoe_z'” ) kai pradiné salyga:

)= \/72' (l —e ) - (1 —e ™ ) W(x,O) =5(x—x,)




Markovo grandinés, pagrindiné kinetiné lygtis (XXVI)

Pavyzdys: populiacijy kinetika
« Pagrindiné kinetiné lygtis daznai naudojama populiacijy dinamikai aprasyti.
Pademonstruosime jos taikymg Sio mokslo srityje konkrecCiu uzdaviniu. Nagrinésime
bakterijy kinetikg. Pazymékime:
W(n,t) — tikimybé, kad momentu t populiacijoje yra n bakterijy
dAt — tikimybe, kad per laikg At viena konkreti bakterija Zus.
DAt — tikimybe, kad per laikg At viena konkreti bakterija pasidaugins.
Pp-1 nAt = (n-1)bAt — tikimybe, kad per laikg At populiacija i3 n-1

| bakterijos pagausés viena bakterija.
Prs1 At = (n+1)dAt — tikimybé, kad per laikg At populiacijoje i$ n+1

| bakterijos zus viena bakterija.

n(b+d)At — tikimybé, kad per laikg At populiacijoje i$ n
bakterijy zus arba atsiras viena bakterija.

Tuomet:
O — pagrindiné
EW(n,r):W(n—1,r)(n—1)b+W(n+1,z)(n+1)d—W(n,r)n(b+d) kinetiné
lygtis

Sig kinetine lygtj galima tirti panasiai, kaip praeitame pavyzdyje. Jg galima dauginti i$
n, N2, sumuoti pagal n ir nustatyti diferencialines lygtis pirmam ir antram momentui.



Markovo grandinés, pagrindiné kinetiné lygtis (XXVII)

» TaCiau Cia mes pademonstruosime kitg tyrimo blidg. Mes parodysime kad galima
iSspresti pacCig kinetine lygtj, t.y. nustatyti visos W(n,t) funkcijos laikine priklausomybe,
0 ne atskiry jos momenty.

» Nestacionarus kinetinés lygties sprendinys ieSkomas generuojancios funkcijos
metodu. Generuojanti funkcija apibréziama taip:

(Nuo kintamojo n pereinama

F(z,t) = ZZnW(n’t) prie kintamojo z. Tai analogis$ka
P Furjé transformacijai.)

Cia suma imama nuo —, nes ties n = 0 tikimybé turi natdralig krastine salyga,
W(t,n) =0 , kai n<0. Zinant generuojandig funkcijg galima nesunkiai surasti jvairius
momentus. Jie iSreiSkiami Sios funkcijos iSvestinémis pagal z taSke z=1 .
Pateiksime pirmy dviejy momenty israiskas:

o) =(LED) = St

Oz —

o0

<n2 (1‘)> = [82F(Z’I)]F + <n(t)> = Z(n2 — n)W(n,z‘)+ <n(z‘)>

oz*

H=—00



Markovo grandinés, pagrindiné kinetiné lygtis (XXVIII)

« Generuojancios funkcijos lygtis nustatoma padauginus kinetine lygtj iS z"
Ir susumavus pagal visus n:

S| S W) ==L+ o+ Lo+ = )

Tuomet:
”ZOFZHW(H Li)Yn-1)=22 % ”_Zz’?lw(n_l, )= aFa(j,;)
ZZ Wn‘l‘l ?‘)(n—l—l ZZHHWH‘FIT) aF(Z,f)

Oz

zznw(n,t)nzza_ zzﬂw(n,f):ZﬁF(z,f)
n=—00 z n=—uw

oz

Tokiu badu generuojanciai funkcijai gauname diferencialine lygtj dalinémis
iISvestinémis

oF oF
—=(z=-1)lbz—-d
ot (Z )( ° )82




Markovo grandinés, pagrindiné kinetiné lygtis (XXIX)

» Generuojancios funkcijos lygtys sprendziamos charakteristiky metodu.
Pademonstruosime S| metodg gautai lygcCiai

OF oF
= (z=1)(bz—d)==0
~ (z-1) (b2 )82

Metodo idéja paremta lygties charakteristiky nustatymu. Charakteristikos, pagal
apibrézima, yra (z,t) plokStumos kreivés, kuriose funkcija F(z,t) yra pastovi. Jos
tenkina tokig salyga:

dz
(z—=1)bz—-d)

z—d/b bz—d

Nesunku jsitikinti, kad bet kuri funkcija

F(z.1)= F[ blz-1) e(bd)’]

bz—d

——dt -»hr{ z-1 ]+(b—d)z:1nc -»Z’(Z_l)e(b—d”:c

yra generuojancios lygties sprendinys, t.y. tenkina virSutine Sios skaidrés lygt;.
IS Sio sprendinio matome, kad funkcijos F(z,t) kintamieji z ir t yra susieti tam tikra
sudétinga priklausomybe, taCiau pati funkcija F lieka nezinoma.



Markovo grandinés, pagrindiné kinetiné lygtis (XXX)

» Pacios funkcijos F(z,t) pavidalas nustatomas is pradinés salygos. Tarkime,
kad pradiniu laikko momentu t=0 populiacijoje yra tiksliai m bakterijy. Tuomet

W(n,O) =0,, = F z O) 22"5 " F[ bb(zz—_;’)] =z"
_ du—>b _p )
Pazymékime ¢y = Z;(ZZ_ ;) . Tuomet 2= b(Z _1) ir F(u) = [;EZ —ll))]

Generuojancios lygties sprendinys, tenkinantis duotg pradine, saglygg yra

[ \
b(z—]) db(z_l)e(b—d)f_b
F(z,t)—F[ e(bd)’] _|__bz=d

bZ_d b(b(z_l) e(b_d)t —1)
\ bz—d )

1), () " Tai yra tikslus
F(z,t):(d(z 1)e bz+d]

m

generuojancios
lygties sprendinys !!!




Markovo grandinés, pagrindiné kinetiné lygtis (XXXI)

« Generuojanti funkcija turi visg informacijg apie tikimybes W(n,t). Tikimybeés
W(n,t) nustatomos skleidziant generuojancig funkcijg Teiloro eilute. Jos tiesiog yra
Teiloro eilutés koeficientai:

F(z,t)ziz}’W(n,fFiozn ] (a”F] - W(nt):’:'[agz(zl‘)Jo

n
n=0 n= n ‘ aZ 220

Pavyzdziui,
w(0,¢)= F(0,1) =[

* Mes jau Zinome, kad iS generuojancios funkcijos nesunku nustatyti ir momentus.
Vidutiné verte ir vidutinis kvadratinis nuokrypis yra tokie:

(nlt) - [@_F] i

d(l B e(b—d)t) m  Tikimybé, kad populiacijoje néra né
vienos bakterijos, t.y., kad per laika t
d— be(b ~d) populiacija iSmirs (animacija).

(674

- (I)= <H2 (T)> —<H(I)>2 _ [52}7) _ N <H(I)>—<H(I)>2 _ m(i*‘ j)e(bdﬁ (1_e(b—dﬁ)

oz*

IS Siy rezultaty matome, kad jeigu gimimo greitis yra didesnis negu zuvimo, b>d, tai
bakterijos eksponentisSkai gauséja, o jei mazesnis, b<d — tai eksponentiSkai nyksta.



Markovo grandinés, pagrindiné kinetiné lygtis (XXXII)

- Cia, kaip ir praeitame pavyzdyje, santykinis nuokrypis yra atvirkd&iai
proporcingas Sakniai iS bakterijy skaiCiaus.

<n(t)> Jm \\h-d
Todél, kai bakterijy skaiCius yra didelis, vietoje mikroskopinés kinetinés lygties
galima patikimai taikyti makroskopine lygtj vidutiniam bakterijy skaiciui

Si lygtis apra$o vidutinio bakterijy skaigiaus balansg. Pirmas narys apraso bakterijy
prieaugj dél dauginimosi, o0 antras — mazéjimg dél zuvimo. Jos sprendinys sutampa
su ankscCiau gautu rezultatu, panaudojus kinetinés lygties sprendin.

<n(t)> = me'”



Markovo grandinés, pagrindiné kinetiné lygtis (XXXIII)
Pavyzdys: cheminiy reakcijy kinetika

* Pagrindiné kinetiné lygtis placCiai taikoma cheminiy reakcijy kinetikai aprasyti.
Panagrinékime tokig chemine reakcija:

ky )
A+ X <TA+Y

« Tarkime, kad A molekuliy kiekis n, palaikomas pastoviu, o X ir Y molekuliy skaiciai
ny ir ny yra kintami, tacCiau jy suma yra pastovi

ny+ny =N =const = ny=nny, =N-—n

k,At — tikimybé, kad per laikg At jvyks reakcija, kai X susidurs su A ir virs Y

k,At — tikimybé, kad per laikg At jvyks reakcija, kai Y susidurs su A ir virs X

W(n,t) — tikimybeé, kad momentu t sistemoje yra n X-molekuliy.

Pr-1nAt = (N-n+1)n,k,At — tikimybe, kad per laikg At populiacijoje iS n-1 X-molekuliy
Jvyks reakcija, kurios metu viena Y molekulé virs X

Prs+1nAt = (N+1)N K At — tikimybé, kad per laikg At populiacijoje iS n-1 X-molekuliy
ivyks reakcija, kurios metu viena X molekulé virs Y

nn,k;At +(N-n)n,k,At — tikimybe, kad per laikg At populiacijoje iS n X-molekuliy jvyks
tiesioginé arba atvirkstiné reakcija, kurios metu viena X
molekulé virs Y arba viena Y molekulé virs X.



Markovo grandinés, pagrindiné kinetiné lygtis (XXXIV)

« Susumave atejimo ir iSéjimo procesus gauname tokig pagrindine kinetine lygt;:

%W(n,r) =n, [V (n=1t\N-n+1)k, +W(n+1t\n+1)k =W (n,t \nk, +(N -n)k, )

Panasiai kaip praeitame pavyzdyje Sig lygtj galima iSspresti generuojancios funkcijos
ir charakteristiky metodu. Cia to sprendimo nepateiksime.

« Makroskopine lygtj vidutiniam X-molekuliy skaiCiui galima gauti padauginus
kinetine lygtj iS n ir susumavus pagal visus n, arba tiesiog iSsamprotauti iS
cheminés reakcijos formulés:

% =—kn,(n)+k,n, (N_<”>)

arba

% =n, [kzN—(kl +k, )<n>]



