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Jvadas

* |vairios fenomenologinés teorijos, pvz. termodinamika, nustato sgrysius tarp
jvairy sistemos makroskopiniy dydziy tokiy kaip temperatira, slégis, daleliy
skaiCius ir pan. Taciau jos nieko nesako apie mikroskopinius sistemos procesus,
t.y. iS jy neaisku kaip mikroskopiniai procesai jtakoja makroskopinj elges;.
Mikroskopinés teorijos, tirian¢ios sistemas su dideliu laisvés laipsniy
skai¢iumi, remiasi tikimybiy teorija. Be to chaoso teorija, kuri paprastai
nagrinéja sistemas su nedideliu laisvés laipsniy skaiciumi taip pat naudoja
statistikos metodus. Todél Cia trumpai apzvelgsime pagrindinius tikimybeés
teorijos teiginius, kurie mums bus reikalingi tolimesniam déstymui.

* Mes pradésime nuo kombinatorikos déstymo ir pateiksime intuityvy tikimybés
apibrézima, bei pagrindines elementariosios tikimybiy teorijos formules.

» Stochastiniai kintamieji (atsitiktiniai dydziai), pagal apibrézimg yra
Kintamieji, kuriy vertés nustatomos iS eksperimento. Daugiausia kg mes galime
suzinoti apie stochastinj kintamajj, yra tikimybé, kad tam tikra jo verté realizuosis
eksperimente. Mes apibréSime pasiskirstymo funkcijy savokas tiek
diskretiniams tiek ir tolydiesiems stochastiniams kintamiesiems ir parodysime
kaip nustatyti jy momentus panaudojus charakteristines funkcijas. Mes detaliai
aptarsime binominj skirstinj ir jo du ribinius atvejus — Gausinj ir Puasono
skirstinius.

* Pagaliau mes iSnagrinésime atsitiktinio klaidziojimo uzdavinj ir aptarsime
centrine ribine teorema bei dideliy skaicCiy désnj.



Kombinatorika (1)

* Taikant tikimybiy teorijg realiose situacijose daznai susiduriama su sudétingomis
kombinacijy apskaiCiavimo problemomis. Tokiais atvejais pravartu turéti omenyje du
labai svarbius principus:

» Sudéties principas: Jeigu vieng elementg galima pasirinkti iS dviejy skirtingy
grupiy turinCiy m, ir m, elementy ir abiejose grupése néra vienody elementy, tai
elemento pasirinkimo budy yra m; + m,. Panasus sudeties principas galioja, kai yra
daugiau nei dvi elementy grupeés.

Pavyzdys: Vieng vaisiy i$ 4 kriausiy, 5 obuoliy ir 3 slyvy galima pasirinkti 12 bady.

* Daugybos principas: Jeigu du elementus galima pasirinkti iS dviejy skirtingy
grupiy (vieng is vienos, o kita is kitos) turinCiy m, ir m, elementy, tai ty elementy
pasirinkimo budy yra m;xm,. Panasus daugybos principas galioja, kai yra daugiau
nei dvi elementy grupés.

Pavyzdys: Keliais bldais galima sudaryti uZzrakto koda, kai pirmasis simbolis yra raidé i$
penkiy galimy, o kiti trys simboliai - skaitmenys.

Sprendimas: Pirmg simbolj galima pasirinkti 5 btdais, antrg -10 bady, tredig -10 bady ir
ketvirtg -10 bady. Todél yra 5x10x10x10=5000 budy, kuriais galima sudaryti uzrakto koda.

« Kai operuojama dideliais objekty skaiciais, daznai tenka skaicCiuoti jvairiy
objekty junginiy skaicius.



Kombinatorika (II)

Junginiai (kombinacijos) gaunami jvairiai jungiant tam tikros baigtinés aibés
elementus.

Pavyzdys: Dviem krepSinio komandom reikia pasirinkti sportine aprangg, kai yra trijy
spalvy marskinéliai: geltoni (G), balti (B) it mélyni (M). Tuomet iS elementy aibés {G,B,M}
gauname tokius junginius (kombinacijas):

(G,B); (G,M); (B,G); (B,M); (M,G); (M,B).

Junginyje elementy isdéstymo tvarka gali biti svarbi arba nesvarbi. Pagal tai
junginiai klasifikuojami j gretinius ir derinius.

Gretiniais vadinami junginiai, kuriuose elementai nesikartoja ir elementy
isdéstymo tvarka yra svarbi, t.y. sukeitus elementus vietomis gaunamas naujas
junginys. Skirtingy gretiniy skaiCius imant iS N elementy po k yra:

NI

(N -k)!

Pavyzdys: Kiek skirtingy trispalviy véliavy galima pasiati i$ 5 skirtingy spalvy audekly?

Pl =N(N-1)N-2)x---x(N-k+1)=

. |
Sprendimas: P = 2

=60
> (5-3)




Kombinatorika (I11)

Kartotiniais gretiniais vadinami junginiai iS m elementy, kai juos galima rinktis is
N elementy aibés, nekreipiant démesio | tai, kad elementas jau buvo pasirinktas.

Kartotiniy gretiniy skaicius yra:

Sprendimas: P> =3 =243

v .

Kéliniais (perstatiniais) vadinami gretiniai sudaryti iS visy elementy aibés. Kéliniy

skaiCius yra P =N(N-1)x...x1=N!

Sprendimas: P,,=10!=3628800.

Pavyzdys: Kiek bady galima isrikiuoti 10 knygy lentynoje?

Kartotiniu kéliniu vadinamas kélinys, kuris turi vienody n; elementy pirmos rasies, n,
vienody elementy antros rasies, ..., n, vienody elementy k rasies. Kartotiniy kéliniy

skaicCius yra:

N!

P(npnza'””k):

7 L oo T

2

n+n,+--+n =N




Kombinatorika (1V)

Pavyzdys: Kiek skirtingy Zodziy galima parasyti perstatant raides Zodyje STATISTIKA?
Sprendimas: Raidé S kartojasi 2 kartus, raidé T — 3 kartus, raidé A — 2 kartus, raidé | — 2
kartus. Bendras raidziy skaiCius N =10. Todél skirtingy junginiy i$ Siy raidziy yra
101/(2!312121) = 75600.

Deriniu vadinamas junginys, kuriame elementai nesikartoja ir jy iSdéstymo tvarka
néra svarbi, t.y. sukeitus elementus vietomis gaunamas tas pats junginys. Skirtingy

deriniy skaicCius imant iS N elementy po k yra:

@[J (v —J\Z)!kx

13 tikryjy, k skirtingy objekty turi k! perstatiniy (kéliniy). Todél KIC *=P\f, t.y.
sudaugine kéliniy skaiciy k! i§ deriniy skai¢iaus C\* gausime gretiniy skai¢iy P\* .

Cy

Pavyzdys: Kiek skirtingy startiniy penketuky galima sudaryti i§ 10 krepSininky?

!
Sprendimas: C, = (10105')‘5' =252




Tikimybés apibrézimas (I)
Tikimybé yra kiekybinis laukiamo jvykio ar eksperimento jvertinimas. Tarkime, kad
vienas iS galimy eksperimentiniy rezultaty yra A. Tuomet tikimybé, kad eksperimente
bus stebimas A yra P(A), jeigu mes tikimes, kad atlikus N identiSky eksperimenty
rezultatas A bus stebimas N,=NP(A) eksperimentuose. Mes tikimés, kad kai N artéja
prie begalybés, tai santykinis eksperimenty skaicius (daznis) NA/N, kuriuose bus
stebimas A artés prie P(A).

« Labai svarbus atskiras atvejis, kai eksperimente gali bati stebimi n vienodai tikimi
rezultatai. Jeigu m i$ Siy rezultaty atitinka jvykj A, tai P(A) = m/n.

Pavyzdys: Métant lo§imo kauliukg natGralu manyti, kad kiekvienos sienelés
(pazymeétos 1,2,3,4,5 ir 6 taskais) atsivertimo galimybés yra visiSkai vienodos. Taigi turime
n=6 vienodai tikimus rezultatus. Pazymeékime jvykiu A sienelés su nelyginiu tasky
skaic¢iumi (1,3, arba 5) atsivertimg. Tuomet m=3 ir P(A)=3/6=1/2.

Pavyzdys: 0

0.9
0.8

g:; Herbo atvirtimo daznio kitimas
0.5 VM"A“"'WM (logaritminéje skaléje), metus
0.4 monetg 400 kartu.

0.3
0.2

or
0.0

T2 5 10 20 50 00 400




Tikimybés apibrézimas (ll)

Analizuojant eksperimentinius rezultatus tenka nustatinéti sgrysius tarp jvairiy
tikimybiy. Tokiu atveju patogu apibrézti elementariy jvykiy erdvés €2 sgvokg. €2 — yra
aibé visy elementariy jvykiy {®@,, @,, ..., @} susijusiy su kokiu nors eksperimentu taip,
kad bet kuris eksperimentinis rezultatas atitinka vieng ar daugiau (2 aibés elementuy.
Elementarieji jvykiai pagal apibrézimg yra neskaidytini ir negali jvykti kartu. Bet
kuris jvykis A atitiks tam tikrg Q2 erdvés poerdyi;.

Tuomet jvykio A tikimybe galima nustatyti atlikus tokius veiksmus:

1. Sudaryti visy galimy eksperimentiniy rezultaty jvykiy erdve Q.

2. Priskirti jvykiy erdves elementams (erdvés taskams) tikimybiy
reikSmes. Jeigu jvykiy erdvé sudaryta is N vienodai tikimy jvykiy tai
Kiekvienam taskui priskiriama tikimybé 1/N.

3. Kad nustatytume jvykio A tikimybe turime susumuoti visy elementy
tikimybes, kurie atitinka erdvés Q jvykio A poerdy;.

Pavyzdys:_ Losimo kauliuko elementariy jvykiy erdvé Q sudaryta i$ 6 jvykiy {@,, @, ..., o5}
Cia o, reiskia k tasky atsivérimg. Kiekvieno i$ Siy jvykiy tikimybé yra 1/6. Kitus jvykius galésime
sudaryti iS ty SeSiy jvykiy. Sakysime, jvykis "atsiverté lyginis tasky skaiCius” bus sudarytas is
trijy elementariujy jvykiuy { @, @,, @s}. Jo tikimybé yra P(@,)+P(@,)+P(wg)=1/2. Jvykis
"atsiverté sveikas tasky skaicius” yra batinas — jis sudarytas iS visy SesSiy elementariyjy jvykiu.
Jo tikimybé yra P(a)+P(@,)+...+P(w5)=1.




Tikimybés apibrézimas (lll)

Tikimybiy teorijoje daznai naudojami aibiy teorijos zyméjimai.

&

Air B jvykiy sgjunga
(suma), kai jvyksta bent
vienas is jvykiy A ir B.

AUB

ANB

A'ir B jvykiy sankirta

ANB=0

Air B nesutaikomi

(pjivis), kai kartu jvyks-  ivykiai, kai Air B ne-

ta abu jvykiai A ir B.

turi bendry elementy.

P(AUB)=P(4)+ P(B)- P(AN B)

P(4UB)=P(4)+ P(B)

— tikimybé, kad jvyks bent vienas iS jvykiy A ir B,
kai A ir B nesutaikomi jvykiai.

Pavyzdys: Dézéje yra 10 vienodo dydzio, taciau skirtingy spalvy rutuliukai: trys - raudoni
(R), du — balti (B) ir penki — geltoni (G). Akivaizdu, kad tikimybés istraukti atitinkamy spalvy
rutuliukus yra: P(R)=3/10, P(B)=2/10=1/5, P(G)=5/10=1/2. Kokig tikimybé iStraukti raudong

arba baltg rutuliukg?

Sprendimas: |vykiai ,iStrauktas raudonas rutuliukas“ ir ,iStrauktas baltas rutuliukas” yra
nesutaikomi. Todél tikimybé iStraukti raudong arba baltg rutuliukg lygi Siy dviejy jvykiy
tikimybiy sumai: P(RUB)=P(R)+P(B)=3/10+1/5=1/2




Tikimybés apibrézimas (1V)

P(ANB
P(4|B)= ( ) — salyginé tikimybé (apibrézimas), kad jvyks A, jeigu jvyko B
P(B)

P(4|B)P(B)=P(B| A)P(4)| —nes P(4NB)=P(BN )

Salyginé jvykio A tikimybeé tai faktiskai tikimybé, kurioje visa jvykiy erdve Q
pakeiCiama jvykio B poerdviu.

Pavyzdys: Metamas loSimo kauliukas. Kokia tikimybé, kad atsivers 2 taskai, jeigu Zinome
jog atsiverté lyginis tasky skaicius?
Sprendimas: Jvykio ,atsiverté 2 taskai (jvykis A) ir lyginis tasky skaicius (jvykis B)“ tikimybé
P(ANB)=P(4)=1/6 . Jvykio ,atsiverté lyginis tasky skaicius (jvykis B)* tikimybé P(B)=1/2.
Todel sglyginé tikimybe, kad atsivers 2 taskai, kai Zinome jog atsiverte lyginis tasky skaicius

yra: P(A|B)=P(ANB)/ P(B)=(1/6)/(1/2)=1/3

Kita vertus, salygine jvykio A tikimybe galima apskaiciuoti kaip tikimybe, kurioje visa jvykiy
erdvé Q (visi galimi kauliuko taskai): { @, @, @, ®,, ®s, &} pakeic¢iama jvyko B poerdviu
(lyginiai tasky skaiciai): {®,, @,, @;}. Skaiiuojant salygine tikimybe, palankiy jvykiy skaiciy
(toks jvykis tik vienas, @,) daliname iS poerdvio B jvykiy skaiciaus (3) ir gauname tg patj

rezultata: P(A | B) =1/3




Tikimybés apibrézimas (V)

* Jvykiai A ir B vadinami nepriklausomais, jeigu kiekvienas is jy nepriklauso
nuo to, ar kitas jvykis realizavosi ar ne.

Jeigu jvykis A nepriklauso nuo B tai saglyginé tikimybé: P(A | B)z P(A)

Tuomet 18 P(ANB)=P(4|B)P(B) turime:

P(ANB)=P(4)P(B)| —ieigu AirB nepriklausomi jvykiai, tai tikimybe,
kad jvyks abu jvykiai A ir B, lygi ty jvykiy
tikimybiy sandaugai.

Pavyzdys: Kartu metami du loSimo kauliukai. Kokia tikimybé, kad abiejuose kauliukuose

kartu atsivers 5 taskai?

Sprendimas: Jvykiai ,pirmame kauliuke atsiverté 5 taskai (jvykis A)“ ir ,antrame kauliuke
atsiverté 5 taskai (jvykis B)“ yra nepriklausomi. Todél tikimybé, kad abiejuose kauliukuose
kartu atsivers 5 taskai lygi Siy dviejy jvykiy tikimybiy sandaugai:

P(ANB)=P(A)P(B)=(1/6)1/6)=1/36




Tikimybés apibrézimas (VI)

Tarkime, kad A yra nesutaikomi jvykiai, kurie apima visg jvykiy erdve Q, t.y.

4N4,=00# /). U4 =0 mmp > P(4NB)=P, 4NB)=PQNB)=P(B)
P(ANB)=P(4|B)P(B)=P(B| 4)P(4,) =y D P(B| 4)P(4,)=P(B)

P(B14)P(4) _ P(B14)P(4) |
P(B) B Zk P(B4)P(4)| Bayes formulé

P(4 |B)=

Pavyzdys: Televizijos Zaidime pretendentui rodomos trys duris: uz vieny i$ jy yra brangi
dovana — automobilis, uz dviejy kity pigios — kaklaraisciai. Pretendentui reikia pasirinkti duris.
Tarkime jis pasirinko 1-as. Tuomet vedantysis atidaro kitas, tarkime 2-as duris uz kuriy yra
kaklaraistis. Toliau pretendentui vel siiloma pasirinkti duris. Ar jam likti prie to paties pasirinkimo

ar rintis 3 duris? Kaip tokioje situacijoje pasielgtuméte Jus?

Sprendimas: Pasinaudodami Bayes formule nustatysime optimaly pasirinkima.

P(B|A;) = P(2-os durys atidarytos po to kai pasirinktos 1-os | automobilis uz 1-y dury) = 1/2

P(B|A,) = P(2-os durys atidarytos po to kai pasirinktos 1-os | automobilis uz 2-y dury) = 0

P(B|A;) = P(2-0s durys atidarytos po to kai pasirinktos 1-os | automobilis uz 3-y dury) = 1.
Tarsime, kad P(A;)=1/3. Tuomet P(B) = (1/2)(1/3)+0(1/3)+1(1/3) = 1/2 ir (1/2)1/3) 1

P(A,|B) = P(automob. uz 1-y dury | 2-os d. atidarytos po to kai pasirinktos 1-0s ) = 17 3

P(A;|B) = P(automob. uz 3-y dury | 2-os d. atidarytos po to kai pasirinktos 1-0s ) = s)_2
Taigi matome, kad pasirinkima reikia keisti, t.y. rinktis 3-as duris. 1723




Stochastinial kintamieji (1)
Stochastinis kintamasis (arba atsitiktinis dydis) — tai dydis, kurio reikSmeés priklauso

nuo atsitiktinio eksperimento rezultaty. Tiksliau kalbant, stochastinis kintamasis yra
elementariyjy jvykiu funkcija, t.y. kiekvienam elementariam jvykiui pagal tam tikrg

taisykle (funkcijg) priskiriamas realusis dydis. Stochastinj dydj zymésime didele raide
X, 0 jo galimas vertes {X,} — maZomis.

Pavyzdys: Métome kartu tris monetas. Herby atsivirtimo skaicius kiekvieno metimo metu
yra stochastinis kintamasis kurio vertés yra sveikieji skaiCiai kintantys nuo 0 iki 3. Tai
diskretinio stochastinio kintamojo pavyzdys.

Pavyzdys: Dujose molekulés koordinaté, grietis, energija ir pan. yra tolydiniai
stochastiniai kintamieji.

Pasiskirstymo funkcijos

Diskretiniai stochastiniai kintamieji

- Tarkime, kad X yra diskretinis atsitiktinis dydis kuris gali jgyti vertes {X;,X,,....x,}.
Tegul dydZiy x, tikimybés yra p, taip, kad 2_,_, 2+ =1. Tuomet kintamojo X
tikimybés tankio funkcija apibréziama taip:

P, (x)= Zn:pké'(x ~x,)| (J- Dirako delta funkcija)
k=1




Stochastiniai kintamieji (I1)

o kintamojo X pasiskirstymo funkcijos apibrézimas yra toks:

F)= [PGM =3 pols—,

)

(®(X) — Heavisaido funkcija, t.y. ®(x)
=0, kai x<0 ir ®(x)=1, kai x>0.)

F,(X) yra monotoniskai auganti funkcija, su krastiném sglygom: F, (-«)=0,F,(0)=1. Skirstinys
Py (X) yra pasiskirstymo funkcijos iSvesting, P, (x)=dF,(x)/dx. Pasiskirstymo funkcijos reikSmé

F.(X) yra tikimybé, kad atsitiktinio dydzio X verté yra intervale (—oo, x).

Sprendimas

Py

1/6—‘
1

0

|

|

|

|

|

X

Pavyzdys: Panagrinékime atsitiktinj dydj X, kurio vertés atitinka lo§imo kauliuko tasky
skaicius, x,= k, k = 1,2,...,6. Métant kauliuka, kiekvienos vertés tikimybé p,=1/6. Nupiesime
Sios sistemos P (X) ir F,(X) funkcijas.

1

1/6

Fx

e

0123456

X




Stochastiniai kintamieji (1)
Tolydinial stochastinial kintamieji

« Tarkime, kad X yra tolydinis atsitiktinis dydis. Pagal stochastinio kintamojo apibrézima,
intervalas a < x < b atitiks tam tikrg jvykj. Tikimybés tankio funkcijos P(X) apibrézimas:

Prla<x<b)= J'h P,(x)dx| —tikimybé, kad X yraintervale a<x<b , arba

P, (x)dx — tikimybé, kad X yra intervale [x,x + dx].
Savybés: p, (x)Z 0, fPX (x)=1 (normavimo salyga).

Kartais reikia pereiti prie naujo kintamojo Y= H(X). Tuomet skirstinys Py(y) surandamas taip:

P(y)=[ 8(y-H(x)P(x)dx| (5~ Dirako delta funkcija)

FX(x):jx pX(y)dy — pasiskirstymo funkcija (tikimybé, kad X yra intervale [— OO,X]).
Savybés: Fy(-)=0,F,()=1

Pavyzdys: Gauso skirstiniui P (x)= 2\/127 e * pavaizduosime Py (X) ir Fy(X) grafikus.
Sprendimas:

Fx(z)




: Stochastiniai kintamieji (1V)
Momental

 Jeigu mums pavyko surasti stochastinio kintamojo X skirstinj P,(x), tai reiSkia, kad
mes turime to kintamojo visg jmanomg informacijg. Praktiniuose uzdaviniuose pilnai
surasti skirstinj daznai nepavyksta. TacCiau, kai skirstinys néra pilnai Zinomas, pavyksta
nustatyti informacijg apie jo momentus. X kintamojo h momentas apibréziamas taip:

<x”> = J: x"P,(x)dx

 Kai kurie momentai turi specialius pavadinimus. Momentas [<x>]vadinamas X
vidurkiu. Kombinacija|<x?>-<x>? =<(x-<x>)*>| vadinama vidutiniu kvadratiniu
nuokrypiu (variance), o standartiniu nuokrypiu vadinamas dydis:

o = () ~(x)" =y (e=()F)

* Momentai suteikia informacijg apie skirstinio plotj ir formg. Svarbiausi yra zemy eiliy
momentai, nes jie apibudina pagrindines skirstinio savybes, o aukstesni momentai,
charakterizuoja skirstinio detales. Pademonstruosime tai pavyzdziais.

Pirmasis momentas

« Pirmasis momentas <x> nusako skirstinio ,masiy centro“ padetj. Jis kartais
painiojimas su labiausiai tiketina verte x, ir mediana x,,. Labiausiai tiketina verte X,
atitinka taskg x kuriame P,(x) yra didziausia. Mediana X, yra x verté, kuri dalina plotg
po Py(x) kreive | dvi vienodas dalis, kitaip sakant F,(x.)=1/2.



Stochastiniai kintamieji (V)

1
Praeitame pavyzdyje nagrinéjome Gauso skirstinj Py(x)= N . Dél Sio skirstinio
simetrijos visos trys aukSCiau apibréztos vertés sutampa, batent <X>=Xp=xm=0.
Toliau demonstruojamas pavyzdys, kuriame visos Sios vertés yra skirtingos.

Pavyzdys:_ Nustatyti <x>, X, Ir X, skirstiniui, kurio funkcijos Py(x) Ir Fy(x) pavaizduotos
Zemiau pateiktuose grafikuose.

0.2}

111111

-5 -1.0 -5 0 05 1.0 15 g

Sprendimas: vidurkis <x>=-0.5625, labiausiai tikétina verté X,=-1, mediana x,,=-0.862.
Antrasis momentas

- Antrasis momentas <x?> nusako skirstinio ,inercijos momentg“ koordinadiy pradzios
atzvilgiu. Standartinis nuokrypis o, rodo skirstinio plotj vidutinés vertés <x> atzvilgiu.
UZpraeitam pavyzdyje, Gauso skirstiniui, <x>=0, <x°>=4 ir 6,=2. Praeitame pavyzdyje,
<x>=-0.5625, <x*>=0.966, 5,=0.806.

TrecCiasis momentas

- Trediasis momentas <x3> charakterizuoja skirstinio asimetrijg koordinadiy pradzios
atzvilgiu. Gauso skirstinys yra simetrinis ir tregiasis momentas lygus nuliui, <x®>=0.
Praeitame pavyzdyje, <x3>=-0.844. Tai rodo, kad didesné skirstinio dalis yra neigiamoje
puséje, x<0.




Stochastiniai kintamieji (V1)
Charakteristinés funkcijos

o Atsitiktinio kintamoji X charakteristiné funkcija apibréziama kaip tikimybés
tankio Furjé transformacija:
(ik)' <x">

Fl)= (=)= [ P (x)ate =Y.

n=0 n'

» Pastarasis skleidimas eilute turi prasme tik tuomet, kai auksty eiliy momentai yra
mazi, t.y. kai eiluté konverguoja. IS Sios iSraiSkos matome, kad norint vienareikSmiskai
nustatyti skirstinj P,(x), reikia zinoti visus jo momentus.

Savybés:  f,(0)=1, [f (k)<L fo(=k)=fr(k)

* Jeigu charakteristiné funkcua yra zinoma, P(Xx) galima surasti atvirkstine
transformacija

]
2 9

PX(X)_ ﬂth( )

Diferencijuojant charakteristine funkcijg galima nesunkiai surasti visus momentus:

< >—11m( )”de()

k—0 dk’”




Stochastiniai kintamieji (VII)

 Kartais charakteristine funkcijg patogiau skleisti komuliantais (comulant) C.(X),
kuriy apibrézimas yra toks:

(0= exp[i (k) ¢ (X)J _ 2 (z‘k)’;fxn) [m S : J

n=1 n! =1

- |Sskleide eksponente K laipsniais ir sulygine koeficientus prie vienody k laipsniy
gausime komulianty sarysSius su momentais. Pirmyjy 4 komulianty sagrysiai su
momentais yra tokie: ( )

(v
el
()=
( )=(x')- < > 4 < >+12 < =6 = (=)
IS Cia matome, kad pirmas komuliantas yra X vidurkis, antras komuliantas yra
vidutinis kvadratinis nuokrypis, treCias komuliantas yra vidutinis kubinis nuokrypis,
taCiau ketvirtos eilés komuliantas nelygus ketvirtos eilés vidutiniam nuokrypiui.

(x)
(¥)

Pavyzdys:_Panagrinésime skirstinj P, (x)==+1-x kai|x|<lir P, (x)=0,kai|q>1 . Surasime
5 c c . T
pirmus keturis momentus ir komuliantus.

Sprendimas: fX(k)=f_lle”“ﬂdx=%Jl(k)
Beselio funkcija J; (k) skleidziame Teiloro eilute:  /x(k)=+

Gauname:  (x)=(x")=0,(x*)=1/4,(x")=1/8; (,=C,=0,C,=1/4,C,=-1/16

42 84




] o o ___ Stochastiniai kintamieji (VII1)
Daugiamaciai stochastiniai kintamieji

» Labai daznai eksperimento rezultatams aprasyti neuztenka vieno atsitiktinio dydzio,
bet reikia jy sistemos. Sakykime, iS patrankos Saudome j nejudantj plokscig taikin;.
Pataikymo taskas nurodomas dviem dydziais. Judanciai dujy molekulei apibudinti taip
pat reikia keliy atsitiktiniy dydziy. Nusakant keliy atsitiktiniy dydziy sistemos savybes,
nepakanka nurodyti atskiry atsitiktiniy dydziy savybiy — dar reikia zinoti ir rySius tarp ty
dydziy. Todél tenka kurti keliy atsitiktiniy, arba daugiamaciy (vektoriniy) atsitiktiniy
dydZziu teorija.

* Stochastiniy kintamujy Xy, ...., X, daugiamatés pasiskirstymo funkcijos
apibréziamas:

N

— tikimybé, kad visy kartu kintamyjy X,
vertés yra intervaluose —© < X, <x,

F

Xl;---:

Xn(xl,...,xn)zPr(X1 <X,...,X, <X,

Daugiamaté tikimybés tankio funkcija (joint probability density ) apibréziama

taip: aFXl,...,Xn (x1>- X )

ey n
Plem’Xn(xl,...,xn): a a
xl... xn

Integruojant tankio funkcijg galima surasti pasiskirstymo funkcijg:

Fy o x (xn . '5'xn): J-i dx, J.; danXl_...._.Xn (xla e 'xn)




Stochastiniai kintamieji (IX)

Panagrinékime dvimatj tikimybés tankj Py y(X,y) ir pasiskirstymo funkcijg Fy y(X,Y).

Savybeés: Momentai:
FX,Y(_ 0, y) = FX,Y (x,—oo,) = FX,Y(_ oo,—oo) =0 <xn> = fwdxf; dyanX,Y (x, y)
0< Pyy < 1 <xmyn> - fwdxj_z R L (x,y)
w o Fizikoje daZniausiai vartojami momentai
j_wdx_[_oo dyPy y (x, ) =F y (o0,0) =1 yra kovariacija (covariance)

Cov{x, )= {(x—(x) = () = () = (x)(»)

Fy(x)=Fy y(x,) J'de' Py (¥, ) ir koreliacijos koeficientas

=" dvP, , (x.) Corl )= =N =0))

OxOy

Koreliacijos koeficientas yra bedimensinis dydis, kuris charakterizuoja atsitiktiniy
kintamyjy X ir Y tarpusavio priklausomybe. Koreliacijos koeficiento savybés:

(@) Cor(X.Y)=Cor(Y.X). (5)
(¢) -1<Cor(X,Y)<1; (d)

Cor(X,X)=1,Cor(X,—X)=-1;
Cor(aX +b,cY +d)=Cor(X,Y)




Stochastiniai kintamieji (X)

Jeigu du stochastiniai kintamieji X ir Y nepriklausomi, tai galioja tokios lygybés:

(1) Pyy(x.y)=P(x)P(y): (2) (X7)=(XNY);
(3) <(X +Y) > —((x+7)) =(X*)= (XY + ()= (¥); (4) Cor(x.¥)=0.

Atkreipkime démesj j tai, kad iS (4) sglygos neiSplaukia atvirkstinis tvirtinimas, t.y.
jeigu Cor(X,Y) =0, tai stochastiniai kintamieji X ir Y nebutinai nepriklausomi.

Pavyzdys: Pademonstruosime, kad koreliacijos koeficientas Cor(X,Y) is tikryjy yra

stochastiniy kintamyjy X ir Y tarpusavio priklausomybés matas.
Sprendimas: Tarkime, kad tarp kintamyjy X ir Y yra tiesinis rySys X = aY+b.
Panagrinekime viduting kvadrating paklaida

e= <(x—ay—b)2>
Parinkime koeficientus a ir b taip, kad Si paklaida btity minimali:

s, e de o 0efda=0_ ~2xy)+2a(y’)+2b(y)=0
oa ob 0e/oh =0 —2<x>+2a<y>+26 =0

ISsprende lygcCiy sistema a Ir b atzvilgiu gauname
)=0) _ Cotr) e iy
W=y e e

Matome kad, kai Cor(X,Y)=0, tai a=0, t.y. kintamieji X ir Y yra tiesiSkai nepriklausomi.




Stochastiniai kintamieji (XI)

» Kai turime reikalg su daugiamaciais stochastiniais kintamaisiais daznai prireikia
pakeisti kintamajj, t.y. surasti skirstinj naujiems kintamiesiems, kurie yra seny
kintamyjy funkcijos. Tarkime mes Zinome dviejy kintamuyjy tankio funkcijg Py y(X,y) ir
norime surasti kintamojo Z skirstinj P,(z), kai tas kintamasis yra tam tikra X ir Y
funkcija,|Z=G(X,Y). Tai daroma pagal tokig formule:

= (e[ dyo(z-G(x,y) Py, (x.7)

IS Cia galime nesunkiai surasti kintamojo Z charakteristine funkcija:

= [T [ dvo(z= Gl v))e =Py y ()= [ x| dye™ P, (x,y)

Pavyzdys: Tarkime X ir Y yra nepriklausimi kintamieji pasiskirst¢ pagal Gausg (<x>= <y>
=0, 6y=oy=1). Surasime kintamyjy V=X+Y ir W=X-Y skirstinj. Ar V ir W nepriklausomi?

Sprendimas: p,(x)=(1/v2z)e2, P,(x)=(1/v2z)e=" . Kadangi X ir Y nepriklausomi, tai

T

P

v=x+y x=(v+w)/2

dxdy = J dvdw, ) = % (Jakobianas)

w=x-yp y=(-w)/2’

P, (v.w)=(1/ 47)e ™V = (1724 e (11 24 e = B, (v)P, ()

Kintamieji V ir W nepriklausomi, nes P\, (v,w)=P,,(V)P/(w) !




Binominiai skirstiniai (1)

 Tikimybiy teorijos taikymas sglyginai paprastas, kai eksperimente galimi tik
du rezultatai. Pavyzdziui, métant monetg gali iSvirsti tik pinigas arba herbas.
Simetrinés monetos atveju Siy dviejy jvykiy tikimybés yra vienodos. Mes
nagrinésime bendresnj atvejj (tarkim, nesimetrine monetg, arba krepsSininko
baudy metimus), kai dviejy galimy jvykiy (krepSininko atveju pataikymo ir
nepataikymo) tikimybés p ir g gali biti skirtingos ( p#q, p+qg=1).

« Skirstinys, kuris apraso tikimybe vienos iS realizacijy (pavyzdziui baudos
pataikymo), kai atliekama N nepriklausomy eksperimenty vadinamas
binominiu skirstiniu. Dideliy N skai€iy riboje binominis skirstinys pereina |
Gauso, arba Puasono skirstinius. Tai priklauso nuo p ir g tikimybiy santykio.
Mes panagrinésime visus Siuos tris skirstinius ir binominio skirstininio teorijg
pritaikysime atsitiktinio klaidziojimo uzdavinyje.



_ o o Binominiai skirstiniai (1)
Binominis skirstinys
» Tarkime, kad eksperimente stebimo atsitiktinio kintamojo vertés gali bati tik O ir 1.
Pazymékime:

—nulio (0) pasirodymo tikimybé (pvz. baudos nepataikymo
q ©O)p y ybe (p P ymo) akivaizdu, kad p+q=1

p — vieneto (1) pasirodymo tikimybé (pvz. baudos pataikymo)

» Panagrinékime N nepriklausomy bandymy seka, pavyzdziui
N

g a X N, — nuliy skaicius sekoje
0100---1 ° akivaizdu, kad ny+n,=N
n, — vienety skaicCius sekoje
N n, '
qnopﬂ1 — tikimybé vienos duotos sekos i§ N bandymy, kurioje realizavosi

N, nuliy ir Ny vienetuky (atskiri bandymai statistiSkai nepriklausomi).

N!

— seky skaicius, duodanciy tg patj rezultata, t.y. ny nuliy ir n; vienetuka
n,:n,!

Tikimybé, kad sekoje iS N bandy- P (n ): N! g™ p" — Tai yra binominis skirstinys
my bus Ny nuliy ir n,vienetuky: N

n,'n,! (p+q =1, ng+n,=N)

0. 10




Binominiai skirstiniai (l11)

Pavyzdys: Krepsininko baudy pataikymo tikimybé yra 1/3. Kokia yra tikimybé, kad 1§
penkiy metimy serijos bent trys metimai bus tikslus?
Sprendimas: Pazymékime n, pataikymy skaiciy i§ penkiy metimy serijos. Tuomet N
=ny+n,=5, p=1/3, q=2/3. Tikimyb¢ pataikyti j krepsj n, karty i§ N=5 metimy yra

o) 2anls) )

Tikimybeé pataikyti maziausiai tris kartus = P,(3)+ P.(4)+ P.(5)=51/243 2 0.21

» Binominis skirstinys tenkina normavimo sglyga:

N N A i )
Pln )= moNm _ 4
r;) (”1) ,;)Hll(N—Fll)!p q (p+q)

« Binominiam skirstiniui galima uzrasyti tikimybeés tankio funkcijg, panaudojus &
Dirako funkcijg. Pazymékime eksperimente stebimg stochastinj kintamgjj X,, kurio
vertés gali bati 0 arba 1. Apibrézkime stochastinj kintamajj| Y =X +X,+...+X|, Kuris
atitinka N serijos eksperimentinés sekos sumg. Atkreipkime démesj j tai, kad
sumoje indélj duoda tik tie eksperimentai, kuriuose matuojamas dydis X,=1.
Kintamojo Y, tikimybés tankio funkcija yra tokia:

B (v)= 3 Py(n)8(y—n)

I’Il :0




Binominiai skirstiniai (1V)

PK\,(y):ZPN(nI)a(y ”1)
i Pavyzdys

Charakteristiné funkcija: Pm‘gnl)
0.3
o L Yo .. Nlphgh'™ 2 WV 3

_ d ezk} P’ _ ezfml _ + ezA

J‘OC y Yy (y) ’;) l’ll ' (N . i’ll )| (q p ) 0.2¢
; 0.1t
Momental: i

=] vy > P ()3
=0

anP

o
(V]
£-N
(=]
o]
—
o

Binominis skirstinys:

N=10, p=1/3 (<n,>=10/3).

)={m)= anpfv(”]): i A

mny

q

N—m

) nll(N n])

~(p+q) =pN (Imesty baudy n, pasiskirsty-
ap mas serijose 1§ 10 metimy, kai

/\
\/
Il

< > anP )=(Np) + Npg

<”i2>_<n1>2 =Npq, oy = M

Santykinis nuokrypis:

Oy

(m)

I

n /N

)

vienos baudos pataikymo
tikimybé yra 1/3)

Santykinis nuokrypis oy /<n,;> rodo kiek dydis
n,/N, nusakantis vienetuko pasirodymo daznj
sekoje 1§ N bandymy, nukrypsta nuo laukiamos
verteés p bet kurioje sekoje 1§ N bandymy. MaZzos
santykinio nuokrypio vertes reiskia, kad n,/N yra
artimaspir,kai N > oo, tai n, /N — p.




Binominiai skirstiniai (V)
Gauso (normalusis) skirstinys

Skaiciuosime f7, (k) riboje N — oo

Binominiame skirstinyje pakeiskime
Pradzioje eksponentes skliaustose

kintamajj:

Z, = Yy =) _Y,-pN iSskleisime Teiloro eilute:
Oy pgN . | )
Ir ki ' k)=|1-—+0
Tuomet <z>= 0, 5,=1 ir kintamojo Z sz( ) [ N (Nmﬂ

tikimybes tankio funkcija yra:

e y—pN Kai N — oo , tai O(1/N*'?) narius
sz(z)—dey‘{Z— P JPY\, () galima iSbraukti, ir tada N
T RT k2 | K2
Surasime charakteristine funkcijg: /2 (k) B }}Eo Sy (k)_ }}Eo[l _2N] 1
f. 7, (k) = J.i dzekaPZN (z) i}
o _] y— pN Cia pasinaudojome gerai zinoma riba:
= le dZJ‘_w dye 5[2_ \/miNJ[)Y,\, (y) }/ILI(}O(I-FS/N)N _ e,g

= e ()

| Taigi riboj nam
ey { k J_e,km( z—k.;r,qN)N aigi riboje N -0 gauname
- Vel T | q+pe
| pay N P ( ) 1 ]gdke—ikze—kz/z 1 8_52/2
—ik p/gN ik da/ pN | Z)l=— —
o7t o, Vo




Kai N >> 1 taciau baigtinis mes turime
apytiksle lygybe: |
P (Z)%—e_zz/z

Zy ‘\/ﬂ

Grjzkime prie pradiniy kintamyjy

y=0o,z+(y)
Tuomet gauname

PYX (y) ~ f; dzé(y —0yz— (y))PZ (z)

1 exp{ (y—(y))zJ
o2 20y

Tai yra Gauso arba normalusis
skirstinys. Jis gautas iS binominio
skirstinio riboje N — o tariant, kad p
yra baigtinis.

Gauso skirstinys priklauso tik nuo

dviejy parametry, momenty <y> ir <y2>,

arba nuo dviejy pirmy komulianty:
C(N)={y).C;(") =07 =(3")—(»)

2

Binominiai skirstiniai (VI)

Galima nesunkiai jrodyti, kad Gauso
skirstinio visi aukstesnés eilés
komuliantai lygus nuliui.

Gauso skirstinys gerai aproksimuoja bino-
minj skirstinj, netgi, kai N néra labai didelis.

Pavyzdys:
P1o(n4)
br=(»)
207
10

Binominio ir Gauso skirstiniy palyginimas.
Binominio sk. parametrai: N=10, p=1/3.

Gauso sk. parametrai: (y)=pN. o, =/Np(1- p)




Puasono skirstinys

Puasono skirstinys gaunamas iS binominio
riboje:

N —> o, p >0, Np =a = const.

Jrasome j binominj skirstinj p=a/N ir
apskaicCiuojame ribg N — «

) (-5
— 1=
n (N —n I\ N N

Nesunku apskaiciuoti tokias ribas:

PN(nl):

. N! . N(N=1)---(N=n +1)
| =1 1 =1
nglm (N _ nl )!N”l Nlinm an

a N-n,
lim(l — —J =e "
N —w N

Tuomet

lim P, (n, )=

N—w nl!

Binominiai skirstiniai (VII)

Taigi Puasono skirstinys yra toks:

Sis skirstinys priklauso tik nuo vieno
parametro a. Nesunku jsitikinti, kad
tai yra pirmasis momentas (vidurkis).

Momentai:

x a™ 0 0 *faﬂl_ﬁ .
<n1>:n§n1 n1!€ =e aﬁ_anlz_;)nll_e ae’ =a
<”2>: i”z T g =€“a2i e +{m)=a’+a

1 ~ 1 n! oa “ 1
2
<n12> <I’l]> =Cl=<nl>90': <n1>
pu 1 Puasono skirstinio

= santykinis nuokrypis
<nl> <n1> . v v s .
atvirksciai proporcingas
Sakniai i$ vidurkio.




Binominiai skirstiniai (V)

Pavyzdys
0.3FP(n,) N,V
N
0.2 Vl nV] n=—
Py TN 4
0.1

Tikimybé surasti N, daleliy iSskirtame
tdrelyje tenkina binominj skirstinj:

N!
EE T Py(N,)= ),pN‘(l—p)N‘

.. ) NIUN-N
Puasono skirstinys, kai a=<n,>=2. o ! (_ e _
Riboje N — w0, nV, = N, = const tikimybé p — 0

ir binominis skirstinys pereina j Puasoninj

Pavyzdys: daleliy skaiciaus fluktuaci-
jos mazame idealiyjy dujy turelyje P(N,)

AT N
= i e

Tarkime, kad tdrio V inde yra N daleliy. i i : - .
Tuomet vidutiné daleliy koncentracija yra [ =(N,)~ vidutinis daleliy skaiCius V, turelyje.

n = N/V. I8skirkime maza tarelj V, <<V ir (N =(N) =(N,)
nagrinékime kaip, esant Siluminiam
judejimui, kinta daleliy skaiCiaus Siame
tdrelyje. Nattralu manyti, kad tikimybe o -
surasti tam tikrg dalele tarelyje V, yra lygi. [ [ivz)—(v’) gg{;’g’:{;”zﬁ””;’;’f’izza tuo
tariy santykiul, -p =V/V=nVy/N - (M) () daleliy ;'[v'skirtamze tiurelyje.

Daleliy vidutinis kvadratinis nuokrypis maZa-
me turelyje lygus daleliy skaiciui tame turelyje.




_ o N Binominiai skirstiniai (1X)
Is Puasono skirstinio istorijos
« Puasono skirstinys plaCiai taikomas jvairiuose praktiniuose uzdaviniuose. Jis
galioja, kai yra didelé serija nepriklausomy jvykiy, kuriy tikimybé labai maza.
IstoriSkai Sj skirstinj Puasonas taiké nagrinédamas teisminiy nuosprendziy

statistikg. Apie tai 1837 m. jis parasé knygg. Puasono skirstinio svarba nebuvo is
karto derimai jvertinta ir 19 amziaus viduryje Sis darbas buvo pamirstas.

« TaCiau 19 amziaus pabaigoje Puasono skirstinys buvo pritaikytas nagrinéjant
labai keistg reiskinj. Vokietijoje, 14-oje skirtingy kavalerijos korpusy, buvo surinkta
statistika apie tragiSkas kareiviy Zitis, kai jie buvo uzmusti Zirgo kanopos smugiu.
Statistiniai duomenys apémé 20 mety laikotarpj nuo 1875m. iki 1894 m. Buvo
atlikta 280 patikrinimy (280 patikrinimy = 20 mety x 14 korpusy) ir nustatyta, kad
tokiu btdu zuvo 196 kareiviai. Taigi vienam patikrinimui atitiko vidutiniSkai <n>=
196/280=0.7 mirCiy. Jeigu mirCiy skaiCius tenkinty Puasono skirstinj
P(n)=0.7"e%7/n! su <n>=0.7, tai galima tikétis, kad 280xP(0)=139 patikrinimuose
neturéty bati né vienos (0) mirties, 280xP(1)=97 patikrinimuose — 1 mirtis,
280xP(2)=34 patikrinimuose — 2 mirtys, ir t.t. Tikri skaiCiai buvo toki: 140
patikrinimuose — 0 mirCiy, 91 patikrinime — 1 mirtis, 32 patikrinimuose — 2 mirtys, ir
t.t. Taigi buvo gautas puikus teorijos ir praktikos sutapimas. Po Sio jspudingo
palyginimo Puasono skirstinj pradéjo placCiai taikyti.



Atsitiktinis klaidziojimas ()
« Atsitiktinio klaidziojimo uzdavinys — tai binominio skirstinio panaudojimo pavyzdys
fizikoje. Tarkime, kad dalelé diskretiniu zingsniu A atsitiktinai juda x aSimi: su ta pacig
tikimybe p=g=1/2 ji gali pajudéti tiek | kaire tiek | deSine. Tegul pradzioje dalelé yra
taSke x=0. Msy tikslas surasti pasiskirstymo funkcijg, kuri nusako dalelés
koordinate po N zingsniy. Tariame, kad kiekvienas zingsnis yra statistiSkai

nepriklausomas nuo praeito.

p=1/2 q=1/2
<F N\~ >

| | | ? | | — X

-3A -2A -A 0 A 2A 3A

» Pastebésime, kad Sis uzdavinys yra ekvivalentus monetos métymo uzdaviniui.
Tarkime kad herbas atitinka dalelés judéjimg j kaire, o pinigas — j deSine. Tuomet
skirtumas tarp iskritusiy pinigy ir herby skaiCiaus serijoje iS N metimy atitiks
klaidZiojanCios dalelés koordinate po N Zingsniy. Kartais Sis uzdavinys formuluojamas,
kaip girto Zzmogaus klaidziojimo uzdavinys ir formuluojamas klausymo pavidalo: kaip
toli gali nuklysti girtas zmogus?

- Sj uzdavinj galima i$spresti pasitelkus kombinatorikos metodus. Tagiau ¢ia mes
pademonstruosime kitg sprendimo btdg, kuriame nenaudojamas kombinatorikos
mokslas. Sis bldas grindZiamas charakteristinés funkcijos teorija. Toks
sprendimo bldas yra gana universalus ir juo nesunkiai galima gauti auksciau
aprasytus rezultatus. Pavyzdziui, juo nesunkiai galima iSvesti binominio skirstinio
formule, nenaudojant kombinatorikos mokslo.



I-to zingsnio metu stochastinio kintamo X;
realizacijos yra x+A , kai zingsniuojama |
deSine, ir x-A, kai zingsniuojama | kaire. i-
to zingsnio tikimybés tankio funkcija yra

Py, = (8(x+A)+8(x- )

Sios tikimybés charakteristiné funkcija

fy = '[:dxe”“ Py = cos(kA)

Pazymékime Y, stochastinj kintamajj,
kuris nusako dalelés koordinate po N
zingsniy

Y, =X, ++ X,

Kadangi zingsniai nepriklausomi, tai tiki-
mybés tankio funkcija kintamajam Y, yra

P}'N (y): _’."'jdxl “.dxné‘(y_xl _"'_xN)le (xl)“'PX_\: (xN)

Atsitiktinis klaidziojimas (lI)
Surasime kintamojo Y charakteristine
funkcijg
fi k)= [ dve® P, (v)
= '[dxl " 'J.deeik(xﬁmHN )PX1 (xl)' ' 'PXN (xN)
= le (k) ' 'fXN (k) = (COS(kA))N

Matome, kad nepriklausomy jvykiy su-
mos charakteristiné funkcija lygi ty jvy-
kiy charakteristiniy funkcijy sandaugai.

|ISskleidziame charakteristine funkcijg
Teiloro eilute pagal k

AR Y NEA
f""(k)_(l_ ! +] ol

Dabar nesunkiai nustatome Y, momentus
dfy, (k) 2 2 d Sy (k)
(7))

” — l1m(—1 e
Oy, =AJYN

Taigi vidutinis dalelés nuokrypis nuo
koordinacCiy pradzios lygus 0, o vidutinis

~]— +ee

=0 = NA’

(y) =1lim(-i)

k—0

kvadratinis nuokrypis proporcingas N.



Skaitmeniniai pavyzdziai
y
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Fiksuotai N vertei skirtingy galimy realiza-
cijy skaigius yra 2\. Cia pavaizduotos trys
realizacijos (N=2000, A=1). Pastebekime,
kad Sj grafikg galima aiskinti dvejopai.
Galima jsivaizduoti, kad tai vienos
dalelés trys trajektorijos, atitinkancios
tris nepriklausomus eksperimentus. Kita
vertus, galima jsivaizduoti, kad tai trijy
vienu metu klaidziojanciy daleliy tra-
jektorijos. Pastaruoju atveju sakoma,
kad stebimas vienody daleliy ansamblio
judéjimas. Ansamblio sgvoka placiai
taikoma fizikoje.

2000 I

Atsitiktinis klaidziojimas (ll1)

60+ .
N) b
40}

20[- ,‘1.

60" - ..

N(y)t -

40L .- .. - g

. s .
L] ¢-‘l"
y Y5

A A L ; i L i ‘l

-60 -40 -20 O y 20 40 60

20}

Cia yra alternatyvus atsitiktinio
klaidziojimo vaizdavimas. N(y) yra
skaicCius, kuris rodo kiek karty dalelée
pasieké tadka y. Cia taip pat pavaizduotos
trys realizacijos, N=2000, A=1.



Atsitiktinis klaidziojimas (V)
Nykstamai mazo zingsnio riba

Riboje |A—>0,7 >0, N—>x| tikimybeés tankio funkcijai ir charakriristinei funkcijai
galima gauti diferencialines lygtis. Cia ryra laikas, per kurj dalelé nueina vieng
atsitiktinj zingsnj A. Per laikg t=Nr dalelé nueina N zingsniy. Pazymékime

P, (»)=P,(».N7)=P,(y.1), fy,(k)=f;(k,N7)= f, (k1)

Tuomet

L) o or )= 1,5 e)= os8)- 1)1 0 3) = -2 1)

2

F\-r B\-'T - ! . 7
Iim lim Sk (N +1)e) - £, &, ) ok, r)_._ Iim lim 11111{— A +---)f}.(k._Nr): —DK f,. (k1)
N_soo 70 T 6{ Nox 10 A0 2*:'
oy (k1) _ DK £, (k1) D& _ .| Pradinés salygos: Py(y70)= S(y)|= |y (k.0)=
ot 27 (Kai t=0 dalelé yra taske y=0)
- Dk 1 = w| Ofy ke, t
frlk,t) =" —j dke™ M:-Dszy(k,t)
1 1 - 27 == ot
P(y,t)=—/ dke ™e ™" = |——exp| oP,(y.1) 0P (y.1
il et 47D1 eXp( 4DtJ %ﬂ) gy(f )
Atsitiktinis klaidZiojimas nusakomas Tikimybés tankio funkcija tenkina difuzijos
Gauso skirstiniu, kurio |5 = /2 Ds lygti. Gauso funkcija yra jos sprendinys.




Atsitiktinis klaidziojimas (V)
Skaitmenineés iliustracijos

I:)Y (y,t)
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Laikui bégant, tikimybés tankio funkcija pleciasi. Daleliy ansamblio
interpretacijoje tai atitinka difuzijos procesg. Jeigu pradiniu laiko momentu
patalpiname daleles koordinaciy pradzioje, tai jos difunduoja ir daleliy
tankis kinta pagal Gauso désnj (animacija).



Centriné ribiné teorema

« Centriné ribiné teorema teigia, kad bet kuris atsitiktinis dydis sudarytas is
daugelio atsitiktiniy dydziy sumos turi universalig, Gauso pavidalo, tikimybés
tankio funkcija. Si teorema paaiskina, kodél Gauso skirstinys taip daZznai stebimas
jvairiuose eksperimentuose. Panagrineésime atskirg Sios teoremos variantg, kuris
apraso eksperimentiniy dydziy matavimo statistikg (paklaidy pasiskirstymag).

Tarkime, kad eksperimente N karty matuoja- ik
mas atsitiktinis dydis X ir skai¢iuojamas AL _I dze'“P, (2)

” 2
vidurkis 1 o (k! N Yx—(x)) 1 k
YN:_(X1_|_...+XN) —J.mdxe PX( ) I—EN—O-X_|_ .
Tegul matavimo rezultatai yra statistiskai Oy = <x >— <x>

nepriklausomi. Nagrinésime kintamojo Y
nuokrypj nuo tikslaus kintamojo X vidurkio

<x>. Dél to apibreSime atsitikting dydj AY) : fur ( ) [1_ % ]]\{[—2 . Jr\ e (_ k;;)zf J

Kintamojo AY, charakteristiné¢ funkcija:

N-—>x

AYy =Y, —(x)=Z++Zy
Cia 1
Zf = E(XI B <x>) 1 P N N(A )2
e e - 1)
Kintamojo Z tikimybés tankio ir charakteristiné Now 2w 2N 270y 20%

funkcijos yra: 1 Sis rezultatas nepriklauso nuo matuojamo

z) = ro . 5(2 b (x B (x))} P, (x) dydZio skirstinio Py(X) formos (svarbu tik,
s N kad jo momentai buty baigtiniai )! =

Begalo dideliy N riboje, kintamojo AY
tikimybés tankio funkcija yra Gausiné:




Dideliy skaiCiy désnis

Dideliy skai¢iy desnis teigia, kad jeigu mes
turime N nepriklausomus atsitiktinio dydzio
matavimo rezultatus X;, i=1, ..., N, tai
tikimybe, kad matavimo vidurkis
1
Yy =E(X1 +"'+XN)
nukryps nuo tikslios kintamojo X vidutinés

vertes <x>, artéja prie nulio, kai N arteja prie
begalybes.

Sis teiginys i§ esmés iSplaukia i§ centrinés
ribinés teoremos. Mes nustatéme, kad dideliy
N riboje kintamojo Y, tikimybés tankio
funkcija artéja prie Gausinio skirstinio, kurj
galima uZraSyti taip:

I
B, (v) > exp[—
— O-Y

2z 20,
2\ 2
Oy = j% = \/<x >N<x> N:>OO0

P

Yy
12~ ]
o |®=2 N=1000 |
o, =1 ¥
Al
6A ,
J | N=100
| MO
o TR

0 0.5 1 15 (x) 25 3 Y

Kai N artéja prie begalybés, o, artéja prie
nulio. Tai reiskia kad skirstinys siauréja ir
virsta ¢ -Dirako funkcija lokalizuota ties
y=<x>:

PYN (y)Njoo 5(y — <x>)

Taigi didinant matavimy skaic¢iy N galima
patikimai nustatyti eksperimente matuojamo
dydZio vidurkj <x>.




